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MEINEN LIEBEN ELTERN. 


Das Problem der Bewegung eirfes materiellen Punktes 
auf einer rotierenden Kurve unter Einwirkung bestimmter 
Kräfte ist mehrfach behandelt worden, namentlich für den 
Fall, wo die Kurve mit konstanter Geschwindigkeit um eine 
feste Achse rotiert und ein materieller Punkt unter Ein- 
wirkung gewisser Kräfte sich auf dieser Kurve bewegt. 
Dahin gehören z. B. die Arbeiten der Herren Frantz!) und 
Lautenschläger?). Der erstere untersucht die Bewegung 
eines materiellen Punktes auf einer.Geraden, welche um eine 
nicht in ihrer Ebene liegende Achse rotiert, unter Einwirkung 
einer Centralkraft und diskutiert die Bewegung mit Hülfe 
eines von Herrn Prof. O. Staude?) aufgestellten „Satzes. 
In der Abhandlung des Herrn Lautenschläger ist die 
rotierende Kurve eben und Meridiankurve der entstehenden 
Rotationsfläche; er betrachtet einen um seine Hauptachse 
rotierenden Kegelschnitt und untersucht die Bewegung eines 
materiellen Punktes, welcher sich auf dem Kegelschnitt be- 


1) R. Frantz: Ein Beitrag zur Theorie der Centralbewegungen. 
Diss. Rostock 1889. 

2) M. Lautenschläger: Die Bewegung eines materiellen Punktes 
auf einem rotierenden Kegelschnitt unter Einwirkung einer Central- 
kraft. Diss. Halle 1890. 

3) O. Staude: Über eine Gattung doppelt reell periodischer 
Funktionen zweier Veränderlicher. Mathem. Annalen Bd. 29. 

Derselbe: Über die Bewegung eines schweren Punktes auf 


einer Rotationsfläche. Acta mathem. 1888. 
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weet und der Einwirkung einer in einem Brennpunkt des-. 
selben befindlichen Masse unterworfen ist. 

Eine der letztgenannten ähnliche Aufgabe soll im 
folgenden behandelt werden; die wirkende Kraft soll dabei 
aber nicht eine ÜOentralkraft, sondern die Schwere sein, und 
die Hauptachse des Kegelschnitts, welche zugleich Rotations- 
achse ist, soll vertikal gestellt sein. Wir haben demnach 
das Problem: Gegeben ist ein Kegelschnitt mit verti- 
kaler Hauptachse; die Ebene des Kegelschnitts 
rotiert um diese Hauptachse mit konstanter Winkel- 
geschwindigkeit; zu untersuchen ist die Bewegung 
eines schweren Punktes, der auf dem Kegelschnitt 
zu bleiben gezwungen ist. 


Aufstellung der Bewegungsgleischung und erste 
Integration. 


Zur Darstellung des rotierenden Kegelschnitts benutzen 
wir die allgemeine Polargleichung der Kegelschnitte, bezogen 
auf einen Brennpunkt als Pol: | 

pP 

(1) Te cos pt 

In dieser Gleichung gilt. das untere Zeichen nur bei der 
Hyperbel und zwar für denjenigen Zweig, der den Pol nicht 
umschliesst. r ist der Leitstrahl, 9 der Winkel des Leit- 
strahls mit der Richtung der Hauptachse nach dem zunächst 
liegenden Scheitel hin; ferner bedeutet e die numerische Ex- 
centrieität und hat, wenn a die grosse, b die kleine Achse 
bedeutet, den Wert: 


FRIER NR 
für die Ellipse: er N 


a2 2 
für die Hyperbel: e= er 
iur die Parabel. 9. 


p ist die Länge des Leitstrahls für ee und ist für den 


b? 


Fall der Ellipse und Hyperbel gegeben als p—= 76 Führen 


wir nun, um zur Rotation unsres Kegelschnitts übergehen 
zu können, räumliche Polarkoordinaten, mit dem genannten 
Brennpunkt als Pol, ein, so ist zu setzen 


XZrTSIN$.cCosY 

y=rsing.sind 

ZSATJEDS 
wobei x, y, zZ die rechtwinkligen Koordinaten sind und die 
positive z-Achse vertikal nach unten gerichtet sein möge; 
die z-Achse fällt dann also mit der Hauptachse des Kegel- 
schnitts zusammen und ist zugleich Rotationsachse. 


Der materielle Punkt, um dessen Koordinaten es sich 
handelt, muss der Gleichung (1) genügen, d. h. er ist ge- 
zwungen auf der Rotationsfläche zu bleiben, welche der 
durch (1) dargestellte Kegelschnitt bei seiner Rotation er- 
zeugt. Dieser letzteren Bedingung genügen die Ausdrücke 
für x, y, z von selbst, wenn wir darin den Winkel  ver- 
möge (1) durch r ausdrücken. Führt man dann statt r die 
Grösse z neben 3 als unabhängige Veränderliche ein, so 
erhält man durch geringe Rechnung: 


x—y(ez — p)?— 2?c0s 9 


y=y(ez—p)?— 2? sin 9 

NZ 
Die Forderung einer gleichförmigen Rotation der Meridian- 
ebene um die z-Achse liefert ferner, wenn man die konstante 
Winkelgeschwindigkeit mit ® bezeichnet, zwischen 9 und t 
die Beziehung 


aha 
dt. 4 

und, wenn für t=0 auch 3=0 gesetzt wird: 
NS NR 


Damit haben wir eine Bedingungsgleichung des Systems, 


welche die Zeit explieite enthält; wir können also hier das 
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Prinzip der lebendigen Kraft nicht anwenden, wir benutzen 
daher die zweite Form der Lagrangeschen Bewegungs- 
gleichungen, welche lautet: 
a 1 oT —). 
aa dt %d; 
Bezeichnen wir die Wurzel in den Ausdrücken für x und y, 
welche die Länge des senkrechten Abstandes des betreffen- 
den Punktes von der z-Achse angiebt, mit o, so wird: 
x—=0 089 —osindy.o 
y=eosin#-e.c0s4$.o 
und x? - y?—=0?-+0°.0?. 
Führen wir rechts statt o wieder z ein, so wird, wenn man 
berücksichtigt, dass: | 
‚. z(e —1)—pe MH 
Suflezppary 


ist: 


zul = ee 2?4-[ez pp 2 


Wir fügen in dieser Gleichung auf beiden Seiten z? hinzu 
und dividieren durch 2; ferner sei ein für alle Mal die Masse 
des materiellen Punktes = 1 angenommen. Dann bedeutet 
die linke Seite unsrer Gleichung die lebendige Kraft T, und 
wir erhalten! _ 

(2) mt Sea mel Dh 0. 
2 (ez — p)° 


was wir zur Abkürzung in der Form: 
T=5[.2°-tt, (wi 


schreiben wollen. Die , U der in unserm Falle 
allein wirkenden Schwerkraft ist gegeben als 
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IR=0%; 
Es wird demnach: 


E ’ 
sta Halte; 


ferner ist: 
oT 
97 
> en) — f(z).z+f(z).z?. 
Setzen wir diese Ausdrücke in die oben angeführte Lagran- 
gesche Bewegungsgleichung ein, so ergiebt sich: 


Be D(ZErZ, 


a lan 
VAT a et (zZ) — £=0. 


Diese Gleichung hat den integrierenden Faktor 2z, und es 
wird, wenn man damit multipliziert: 


REEL SSR RER IE SL UA PER FSB Et dA 
ide 
Die Integration liefert: 
(3) f(z).22 — fh ()—- 2g2=c 
„_h@+2gz+e 
f (zZ) 


oder, wenn wir für f und f, wieder ihre ursprünglichen 
Werte einsetzen: 


(5) = Ile z — p)? — 22] DZ ei lez— M?— 2?) 
= Te N)—pelt + (ep —z2 


Wir erhalten also, wie man sieht, bei der zweiten Integration 
im allgemeinen ein hyperelliptisches Integral. Um das Problem 
weiter zu behandeln, könnte man denselben Weg einschlagen 
wie Herr Lautenschläger in seiner oben eitierten Disser- 
tation. Er untersucht nämlich die Bedingungen, unter denen 
die Bewegung des betrachteten Punktes eine periodische 
wird, und zwar auf Grund der Angaben, welche Weier- 
strass!) in einer, der Berliner Akademie im Jahre 1866 


1) Weierstrass: Über eine Gattung reell periodischer Funk- 
tionen... Monatsberichte der Kgl. Akademie der Wissenschaften zu 
Berlin 1866, S. 97. Vergl. auch O. Staude: Über bedingt periodische 
Funktionen eines beschränkt veränderlichen Arguments und An- 
wendungen derselben auf Mechanik, Ürelle’sches Journal, Bd. 108. 
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vorgelegten Abhandlung gegeben hat. Weierstrass geht 
dort aus von einer Difterentialgleichung der Form: 


re 


und giebt als notwendige und hinreichende Bedingung dafür, 

dass, nach Umkehrung des Integrals dieser Gleichung, x eine | 

reell periodische, endliche Funktion von t ist, folgende an: 
1. Die Funktion F (x) verschwindet für 2 reelle Werte 

a und b von x. 

era) N © 
F(x) "e 

sein Zeichen, noch wird unendlich, solange x im 

Intervall a... b liegt. 


ändert weder 


2. Der Quotient 


3. Derjenige Wert von x, welcher zu einem bestimmten 
Werte von t gehört, muss immer im Intervalle a...b 
liegen. | 

Diese drei Bedingungen würde man also zur weiteren 

Verfolgung .des Problemes zu untersuchen haben für die ver- 
schiedenen Grössenyerhältnisse der von Anfang an gegebenen 
Konstanten e, c, p, ®; in jedem Falle würde sich dann eine 
nähere Diskussion der Verhältnisse anschliessen. 


Im folgenden soll jedoch eine andere Methode ange- 
wendet werden, bei welcher die Differentialgleichung direkt 
unter Benutzung eines graphischen Verfahrens diskutiert 
wird. Diese Methode rührt von Herrn Prof. L. Henneberg 
her, der sie bei ähnlichen Aufgaben mit Vorteil verwendet 
hat, insbesondere auch bei dem Fall des einfachen Centri- 
fugalpendels, als dessen Verallgemeinerung die vorliegende 
Aufgabe aufzufassen ist. _Ich verdanke die Kenntnis des 
Verfahrens einer Mitteilung des Herrn Dr. H. Grassmann. 


Diskussion der Bewegung, 


Wir gehen zurück auf Gleichung (2), in welcher ein 
Ausdruck für die lebendige Kraft gegeben ist. Die lebendige 


ER 


Kraft ist das halbe Quadrat der Geschwindigkeit v; also 
können wir schreiben: 
vli7),z 3 1-1,(z). 

Nun war: 

ft, (2) = [(e z— p)? — 2°] 0? — 0? . w®, 
wo o den momentanen senkrechten Abstand des Punktes von 
der Rotationsachse bedeutet. Daraus erkennt man, dass 
0?.@*? nichts andres ist als das Quadrat der Geschwindigkeit 
des Punktes in der Richtung der Tangente des betreffenden 
Parallelkreises. Hieraus folgt, dass die Differenz v? — 0? 0? — 
v2 —f,(z) das Quadrat der Geschwindigkeit des Punktes in 
der Richtung der Tangente des Meridians d. h. des rotieren- 
den Kegelschnittes bedeutet. Sei diese Geschwindigkeit nach 
der Kegelschnitt-Tangente bezeichnet mit o, so haben wir: 


DL lZ dien 
Nun hatte die erste Integration auf die Gleichung (3) geführt, 
welche man in der Form schreiben kann: 
t@).2-h(z) +2g2 -+e. 
Diese Gleichung in Verbindung mit der vorigen, liefert 
die neue: 


P—h(w)+2g2+e, 
mit der wir folgende Umformungen vornehmen: 
0? — 0? ((ez — p)? — z?] — 2g2 =c 
+ 22.,02(1—e?) +2z(epw®® — g)=c-+ w*p? 
und, indem wir zunächst den Fall e=1 ausschliessen, können 
wir schreiben: 


++ un + TE 


Zur Beseitigung der EN Integrationskonstanten c 
wenden wir die vorstehende Gleichung auf eine bestimmte 
Lage an, in welcher z=z, und o=o, ist. Subtrahiert man 
dann die so entstandene von der letzten Gleichung, so wird: 


(6) 0? —- w? a 032 - 75 een br 


Bu her 
indem zur Abkürzung die konstante Grösse: 


epw? — 2 
oo? (1 —.e?) Io + u x | — 


gesetzt ist. 

Die Gleichung (6) liefert uns die Abhängigkeit von 
z und o, und wir wollen diese Abhängigkeit in der Weise 
diskutieren, dass wir uns o und z als Koordinaten in ein 
rechtwinkliges Achsenkreuz eingetragen denken. Wir er- 
halten dabei eine Kurve 2. Ordnung, welche je nach den 
Grössenbeziehungen, die zwischen e, p, 09, Zo, ® bestehen, 
verschieden ausfallen wird. Insbesondere hängt die Art des 
so entstandenen Kegelschnitts ab von der Grösse e, und wir 
haben dementsprechend 3 Fälle zu unterscheiden, je nachdem 
die rotierende Kurve eine Ellipse, Hyperbel oder Parabel ist. 


Abschnitt. 
Die rotierende Kurve ist eine Ellipse e<<1. 


Ist die rotierende Kurve eine Ellipse, also 1— e? >0, 
so ist die Grösse R stets positiv und kann nur in dem Grenz- 
falle= 0 werden, wo die beiden Glieder der linken Seite 
von (6) einzeln verschwinden, wo also gleichzeitig 
apa’ —g 
02 (1 — e?) 
ist. Die Bewegung ist dann die eines einfachen konischen 
Pendels: Der materielle Punkt bleibt stets in derselben Höhe 
und beschreibt mit konstanter Geschwindigkeit einen horizon- 
talen Kreis, dessen Centrum auf der Rotationsachse liegt. 
Damit ist der Fall R=0 erledigt. 

Für die folgenden Untersuchungen wollen wir der 
Gleichung (6) die Gestalt geben: 


GW uUnl Zee > 
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Hierdurch ist in der oz- Ebene eine Ellipse dargestellt, deren 
Mittelpunkt auf der z-Achse und vom Koordinatenanfang um 
die Strecke: — = © —_5_ entfernt liegt. Damit wir einen 
w2(1— e?) 

konkreten Fall haben, seien die Grössen e, p, » so beschaffen, 
dass ep®® — 2 >00 ist; dann liegt der Mittelpunkt der 
Ellipse auf der negativen z-Achse. Es sind ausserdem noch 
2 Fälle zu unterscheiden, je nachdem die Brennpunkte unsrer 
oz-Ellipse auf der z- oder auf der o-Achse liegen. Dies 
hängt lediglich davon ab, ob die Grösse »? (1 — e?),< oder 
>1 ist. Wählen wir den ersten dieser beiden Fälle, so hat 
die Ellipse eine Lage, wie sie in Fig. 1 angedeutet ist. Die 
betrachtete Kurve hat also die Bedeutung, dass ihre Ordi- 
naten für jedes z, welches zu der momentanen Lage des be- 
wegten materiellen Punktes gehört, die Meridiangeschwindig- 
keit o angeben; und in der Verwertung dieser geometrischen 
Beziehung zur Diskussion der Bewegung liegt das Prinzip 
der Hennebergschen Methode. Ehe wir dazu übergehen aus 
unsrer graphischen Darstellung weitere Schlüsse zu ziehen, 
ist noch folgende Bemerkung von Wichtigkeit. Die rotierende 
Ellipse war dargestellt durch die Gleichung: 


ee A a 

ecosy-1 
und ihre Hauptachse liegt in der z-Achse. Daraus ist er- 
sichtlich, dass wir den grössten bezw. kleinsten Wert der 
Grösse Z=1r.cC0Sgy, der bei der Bewegung auftreten kann, 
dadurch erhalten, dass wir g einmal —=(0, das andre Mal—= 

pP 

1-+e 


und das Minimum — re alle Werte von z, welche. ausser- 


setzen. Demnach ergiebt sich für z das Maximum 


halb des endlichen Intervalles — I... —__ liegen, und 
1—e + e 

die ev. dazu gehörigen Werte von o haben für unser Problem 

keine Bedeutung. Es wird sich nach diesen Bemerkungen 


ein wesentlich verschiedener Verlauf der Bewegung ergeben, 


Be re 


je nachdem die Hülfsellipse innerhalb des genannten Inter- 
valls liegt, oder sich über die Grenzen desselben hinaus 
erstreckt. 


1. Fall: er, u1>—- 
Die Hülfsellipse liegt innerhalb des Intervalls 

Bea. ne, 
1—-e  _1-e 

Hier haben wir zwei verschiedene Werte von zin dem 

in Betracht kommenden Bereiche, für welche o=(0 wird, 

d. h. für welche der materielle Punkt auf der rotierenden 
Ellipse seine Bewegungsrichtung ändert. 


Für. die weiteren Betrachtungen muss nun bestimmt 
werden, in welchem Sinne o positiv, in welchem negativ 
gerechnet werden soll. Allgemein sei daher ein für alle Mal 
folgendes festgesetzt: Ist für den Anfangszustand (Zy, %) 
die Bewegung des materiellen Punktes nach unten, also nach 
den wachsenden z hin, gerichtet, so sei o, positiv; ist da- 
gegen die anfängliche Bewegung nach oben, also nach den 
abnehmenden z hin, gerichtet, so sei ou negativ. Die ro- 
tierende Ebene wird durch die Rotationsachse in zwei Halb- 
ebenen zerlegt; bezeichnet man diejenige derselben, auf 
welcher der materielle Punkt in der Anfangslage liegt, als 
die positive Halbebene, die andere als die negative, so ist 
nach unsrer Festsetzung die Bewegung des Punktes bei 
positivem o aüf der positiven Halbebene nach unten, auf der 
andern nach oben gerichtet, und bei negativem o umgekehrt. 


In unserm vorliegenden Falle wird also o für zwei 
Werte von z gleich Null d. h. der materielle Punkt hat auf 
dem rotierenden Kegelschnitt zwei Umkehrpunkte; da die 

pP 
1-e 
reicht werden können, so bleibt der Punkt stets auf der 
positiven Halbebene und bewegt sich stets zwischen zwei 
Horizontalebenen, welche durch die genannten Umkehrpunkte 


Werte z = 


und z= — ar: infolge dessen nie er- 


EL 


bestimmt sind. Zwischen diesen beiden Horizontalebenen, 
deren zugehörige Werte von z mit z, und zZ, bezeichnet 
werden mögen, wobei 2, <Z, Sei, besteht ein Wert von zZ, 
für welchen der materielle Punkt ein Maximum und ein dem 
absoluten Betrage nach gleiches Minimum der Meridiange- 
schwindigkeit o erreicht. Dies geschieht, wie man aus der 


I 
Figur sieht, für z= P . >, d.h. für den Wert 


a2 (1 — e?)’ 
von z, welcher durch die Lage des Mittelpunkts unsrer Hilfs- 
ellipse bestimmt ist. 


"Wenn wir die Bewegung des Punktes verfolgen wollen, 
so haben wir dem jedesmaligen Werte von z, welcher zur 
augenblicklichen Lage des Punktes gehört, den durch die 
Hülfsellipse gegebenen Wert von o zuzuordnen, mit anderen 
Worten: während der Bewegung des Punktes müssen wir auf 
der Hülfsellipse in einem bestimmten Sinne entlang gehen. 
Haben z.B. z, und o, die in Fig. 1. eingetragenen Werte 
(zZ <0, 9,0), so ist nach unseren früheren Festsetzungen 
die aufängliche Bewegung nach den wachsenden z hin ge- 
gerichtet, wir werden uns also auf unsrer oz-Ellipse im 
Sinne des Pfeiles bewegen müssen. « wird Null, wenn wir 
zum unteren Scheitel gelangen, womit zugleich die tiefste 
Lage des materiellen Punktes erreicht ist. o wird nun ne- 
gativ, d.h. der Punkt kehrt um, geht vom Fallen zum Steigen 
über, und die Meridiangeschwindigkeit o nimmt jetzt für 
jeden Wert von z den entgegengesetzten Wert an, wie vor- 
her beim Absteigen des Punktes. Das Minimum von o, 
'epw? —g 
a2 (1 — e?) 
mum absolut gleich, nur die Richtung ist die entgegengesetzte. 
Im weiteren Verlaufe nimmt co wieder ab und verschwindet 
für den Wert von z, bei welchem der materielle Punkt auf- 
hört zu steigen. Von nun an wird 0o>0, der Punkt sinkt 
herab, und die Bewegung wiederholt sich in derselben Weise. 
Noch bei weitem anschaulicher werden diese Verhältnisse 
durch folgendes Verfahren. Die Ebene der Fig. 2 stelle 


welches für z= — ‚erreicht wird, ist dem Maxi- 
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die rotierende Ebene dar, die z-Achse ist vertikal nach unten 
gerichtet, rechts die positive, links die negative Halbebene. 
Zunächst haben wir die rotierende Ellipse, auf welcher be- 
wegliche Punkt zu bleiben gezwungen ist; diese Ellipse ist 


voll ausgezogen und reicht auf der z-Achse von 7 bis 
ae Ausserdem ist punktiert eingezeichnet die Hilfs- 
ellipse, welche ganz innerhalb des Intervalles z = — n z = 

a Be liegt. Die Ordinaten dieser Hilfsellipse geben für 


jeden Wert von z die zugehörige Meridiangeschwindigkeit o 
an. Bewegt sich der Punkt auf der rotierenden Ellipse von 
der Höhe z, bis z,, so durchläuft o alle Werte, welche von 
der positiven Hälfte der Hilfsellipse angegeben werden. Hat 
der Punkt seine Bewegung umgekehrt, so durchlaufen wir 
die andre Hälfte der Hülfsellipse von z, ausgehend bis z,. 
Wichtig ist es zu bemerken, dass der sich bewegende 
materielle Punkt dabei immer auf der einen Seite der z-Achse 
bleibt, während die Hültsellipse voll durchlaufen wird. Eine 
weitere interessante Eigenschaft unsres Problems, die man 
sofort aus der Figur ablesen kann, ist folgende Man denke 


. . .. e w? ARuER . D 
Sich “an. der "Hohe ze p 8 eine Horizontalebene 
w2(1 — e?) 


gelegt; dann haben wir gesehen, dass o jedes Mal, wenn der 
materielle Punkt diese Ebene passiert, das Maximum seines 
absoluten Betrages erreicht hat. Legt man nun in gleichen 
Abständen von dieser Ebene. zwei neue Horizontalebenen, 
eine oberhalb, die andre unterhalb, so folgt aus der Figur, 
dass o stets, wenn der Punkt sich in einer dieser Ebenen 
befindet, den gleichen absoluten Wert hat, bei absteigender 
Bewegung einen positiven, bei aufsteigender einen negativen. 
Es liegt in der Natur unsres Problems, dass das Maximum 
der Meridiangeschwindigkeit o stets unterhalb der durch den 
Mittelpunkt M der rotierenden Ellipse gelegten Horizontal- 
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ebene liegen muss. Denn auf den materiellen Punkt wirken 
bei der Bewegung 1. die Schwere, 2. die Centrifugalkraft; 
denkt man sich diese Kräfte, welche beide in der rotierenden 
Ebene liegen, zu einer Resultante zusammengesetzt, so muss 
epw2 —g 
a2 (1 — e?) 
rotierenden Ellipse senkrecht stehen, da die Meridiange- 
schwindigkeit o ein Maximum, also die Meridianbeschleunigung 
. gleich Null ist. Dieser Fall aber, dass die Resultante in die 
Richtung der Ellipsennormale fällt, kann, wie man leicht 
sieht, nur unterhalb der durch M gehenden Horizontalebene 
eintreten. Der (faktisch nicht realisierbare) Grenzfall ist der, 
das =» ist; dann fällt das Maximum von o in die ge- 
nannte Horizontalebene durch M. Man beweist dies auch 
leicht rein analytisch, indem man zeigt, dass die Grösse. 
epw?® — g 
wa (1— e?) 
OM=e der rotierenden Ellipse. In der That ist OM= 


diese für den Fall z= — auf der Tangente der 


stets kleiner ist als die lineare Excentrieität 


andrerseits wird 


ETRRBEEN, 
epw —g Ge 
a2 (1 — e?) 1 —re? 
EROTESEMEN VCH 


Nur für =» wird DT le 


Untersuchung der Totalgeschwindigekeit v. Aus 
den Ergebnissen über die Meridiangeschwindigkeit o, welche 
bisher eingehend erörtert wurde, lässt sich direkt folgendes 
über die totale Geschwindigkeit v schliessen. Wir hatten ge- 
funden, dass o? in einer und derselben Horizontalebene stets 
einen und denselben Wert hat. Nun besteht zwischen v und 
o die Gleichung: 
v?— 02-4020), 
und da o? in einer Horizontalebene einen konstanten Wert 
besitzt, so folgt, dass auch v? dieselbe Eigenschaft zeigt 
wie o?, dass also v in einer bestimmten Höhe immer den- 
selben absoluten Wert erreicht. 


ee 


Zur weiteren Untersuchung von v betrachten wir ebenso, 
wie vorher bei o, seine Abhängigkeit von der Grösse z. Wir 
benutzen wieder die Gleichungen (2) und (3), nach welchen 
die Beziehungen bestanden: 


a N en A WARE A 
und fe). Z=ehZy+r2g27 HC. 
Die Verbindung beider Gleichungen liefert : 
v—2L (zZ +2g2-+6c, 
und vermöge der Beziehung: 
f, = o?p?— 02 (1 — ed)? —2epw?z 


wird: 5 +0?2?(1—e’) +22 (ep a2 —,) = = — 0? p? 


—. : 
oder: to: (1—e?)]| z arg za 


wo P eine wesentlich positive Konstante He, und den 


Wert hat: 
o\2 
(eda® — 5) 
ER 2 
De 


Schreibt man die a zwischen v und z in der Form: 


2 
P epw? =) 
v2 | a2 (1 — e?) 


P-R a ek 

Ä a (1 — e?) 
so ist der Grenzfall P=0 besonders zu behandeln. Ist 
P=0, so folgt v—0 und daraus’ «= —- O0 ma 9 = Ur 
materielle Punkt befindet sich also in einem der Scheitel der 
rotierenden Ellipse und bewegt sich nicht. — Für alle andern 
möglichen Werte von P gilt die letztgefundene Gleichung. 
Berücksichtigt man, dass 1— e?”>0, so erkennt man, dass 
v und z von einander abhängen, wie die Ordinaten und 
Abseissen einer Ellipse, welche auf ein rechtwinkliges Achsen- 


—1, 


kreuz (z, v) bezogen ist, auf der Abseissenachse in der Ent- 


epat— 5, 
fernung 2= — —————— vom Koordinatenanfang ihren 
D5 o?(1 — e?) | 2 | 
<<, 1% 
Mittelpunkt, und die Achsenlängen y2P und Nr (Ra 


hat. Diese Beziehung zwischen v und z charakterisiert so- 
fort die schon oben angeführte Thatsache, nach welcher v? 
nur von der durch die Grösse z bestimmten Höhe des 
materiellen Punktes abhängt, also in einer bestimmten Hori- 
zontalebene immer denselben Wert annimmt. Trägt man v 
und z als Koordinaten in ein rechtwinkliges Achsenkreuz ein, 
so erhält man zu jedem Werte von z zwei zugehörige von v. 
Nun ist dazu aber folgendes zu bemerken: Aus der Beziehung 
v”=02--0°o? sieht man, dass v, solange o und o reell 
bleiben, nur verschwinden kann, wenn o und o zugleich ver- 
schwinden. Diese Möglichkeit kommt in dem jetzt behandelten 
Falle nicht in Betracht, da an den Stellen, wo 0 —=0 ist, 
oO vorausgesetzt war. Wir hatten die Werte von z, für 
welche o verschwindet, mit z, und z, bezeichnet; die Differenz 
beider Werte giebt uns die Höhendifferenz, welche der 
materielle Punkt durchmisst. Da nun v, wie gezeigt, in 
diesem Intervalle nie Null wird, also sein Zeichen nie ändern 
kann, so ist damit analytisch gezeigt, dass der bewegte Punkt 
auf der Raumkurve, die er beschreibt, nie umkehren kann. 
Fig. 3 zeigt uns, dass, ebenso wie 02, auch v? nur in einer 
bestimmten Horizontalebene ein Maximum erreicht, während 
in solchen Horizentalebenen, welche von der genannten um 
gleich viel nach verschiedenen Seiten hin abstehen, v? stets 
den gleichen Wert besitzt. (Praktischen Wert haben diese 
Bemerkungen für unser Problem natürlich nur, wenn 


ep w? -- S 


—————— <TZg Ist, weil sonst das Maximum von v 
wo (1 — e?) 


BR 


— 20 — 


epw? , 
für z= — en nicht in Betracht kommt). Ferner 


sieht man leicht, dass das Maximum der Totalgeschwindigkeit 
v stets höher liegt, als das von o; denn es ist stets: 


ea — 


o2(1—:e2) 


ODRITE 
a2 (1 — e?) 


>— 


Man kann nun ebenso, wie oz-Ellipse. auch die vz- 
Ellipse in die rotierende Ebene einzeichnen und erhält dann 
ein Bild, wie es Fig. 4 zeigt. Verfolgt man die Bewegung 
des Punktes, indem man für jede Lage desselben zu dem 
betreffenden z die zugehörige Geschwindigkeit v aufsucht, 
so wird man auf der vz-Ellipse bei aufsteigender Bewegung 
des materiellen Punktes im Sinne der gefiederten Pfeile von 
Z, nach z, und bei absteigender Bewegung im entgegenge- 
setzten Sinne von z, nach zZ, fortschreiten müssen. Es kann 
sehr wohl eintreten, dass der Mittelpunkt der vz-Ellipse 
höher liegt, als der Wert z=z, angiebt, dann nämlich, 
g 


epw? 


wenn ——; wer <2,. In diesem Falle herrscht an den 


höchsten Punkten ‘der Bahn zugleich die grösste Geschwindig- 


keit; dass dabei z, a oder Oz, <OM sein muss, ist 


aus früheren Bemerkungen sofort ersichtlich. 


Untersuchung der Zeit t. Die nächste Unter- 
suchung wird sich darauf erstrecken, die Beziehungen zu 
erörtern, welche zwischen der Bahn des materiellen Punktes 
und der Zeit t bestehen. Wir haben es dabei mit der früher 
gefundenen Gleichung zu thun: 


Ole ‚lfez— pP)? — 2210? + 282 + 0, [lez— pP)? — 22] 
ABA | [z (e? —1) — pe? + (ez— p)? — 22 : 


oder 


At ey (e z — p)? — 2? 
De En jo? H2g2 + el l(ez pa 


Man erkennt leicht, dass hier die drei angeführten Be- 
‚dingungen der Periodicität von Weierstrass stets erfüllt sind. 
Denn erstens wird die rechte Seite der Gleichung (7) für 
zwei reelle Werte von z, nämlich z, und z,, Null Ferner 
ändert die Grösse: 


I. Bey —ref+@z nz 
Bez: | 


im Intervalle z=2z,... ..Zz, weder ihr Zeichen, noch wird 
sie unendlich. Die dritte Bedingung ist auch stets erfüllt, 
da bei jedem reellen Werte von t der zugehörige Wert von 
z im genannten Intervalle liegen muss. Will man also, das 
Integral umkehrend, z als periodische Funktion von t dar- 
stellen, so hat man mit Weierstrass zu setzen: 


(8) y— 2 ar PUT 22008 X 


Setzt man dies in die Gleichung (7a) ein und bezeichnet 
dann das Integral rechter Hand mit v (A), so sind infolge der 
zweiten Weierstrass’schen Bedingung A und v (A), nach der 
von Herrn Prof. Staude!) eingeführten Bezeichnung wechsel- 
seitig vollständig; d. h., wenn A alle reellen Werte von 
— © bis +, beständig wachsend, durchläuft, so geht auch 
ıv (A), Stetig wachsend, von — »in—+ » über. Ist aber diese 
Bedingung erfüllt, so lässt sich jede beliebige endliche, ein- 


deutige und stetige Funktion von z im Intervalle zZ)... Zg 
in eine Fourier’sche Reihe entwickeln, derart, dass ge- 
setzt wird: 


1) O. Staude: Über bedingt periodische Funktionen eines 
beschränkt veränderlichen Arguments und Anwendung derselben 
auf Mechanik. Crellesches Journal. Bd. 105. 
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Br 


Ed=C)=4A+2 I 7A, cos 


dabei wird der Koeffieient A„ dargestellt durch das bestimmte 
Integral: | 


Post har "ih Pi 


und die Periode hat den Wort 


ae SENESDIEITEN er; 
al Kira au I fh yee let 728% + e,llez — p)* 


wo in beiden Gleichungen z mit Hülfe von (8) durch A zu 
ersetzen ist.) 

Diese Bemerkungen bestätigen zunächst unser schon 
früher gefundenes Resultat, dass die betrachtete Bewegung 
eine in Bezug auf z periodische ist und im Intervalle 2, ... Za 
vor sich geht; ferner sehen wir unmittelbar am Integral (7a), 
dass die Zeit des Ansteigens gleich der des Absteigens ist. 
Ja, unser Integral sagt direkt aus, dass alle Teile der Bahn, 
welche zwischen denselben Horizontalebenen liegen, in: der- 
selben Zeit zurückgelegt werden; denn z durchläuft dabei 
stets dieselben Werte in dem einen oder dem andern Sinne. 
Etwas allgemeiner können wir sagen, dass alle Bahnteile, 
bei denen z dieselben Werte in gleicher oder entgegenge- 
setzter Reihenfolge durchläuft, in derselben Zeit durchlaufen 
werden. Derartige Bahnteile müssen stets kongruent oder 
symmetrisch sein; denn immer, wenn z einen bestimmten 
Wert annimmt, nehmen auch v2 und 02 je einen festen, durch 
die Grösse von z eindeutig bestimmten Wert an; in solchen, 
einander entsprechenden Punkten hat daher auch immer die 
Bahntangente die gleiche oder symmetrische Lage zu der 

' betreffenden Meridianebene; und da sich v2 und 0? von Punkt 


1) Weierstrass a. a..O. 


ann 


- zu Punkt in zweien der behandelten Bahnteile in gleicher 
Weise ändern, so ist auch die Änderung der durch v und o 
bestimmten Tangentenrichtung der Bahn die gleiche oder 
symmetrische. Es folgt, dass die Bahnteile selbst kongruent 
oder symmetrisch sein müssen. 

Wenn man die Zeit t als Abseisse und z als Ordinate 
in ein rechtwinkliges Koordinatensystem eintragen würde, so 
erhielte man nach unsren Ergebnissen eine wellenförmige 
‘ Kurve, bei welcher eine ganze Welle aus zwei symmetrischen 
Halbwellen besteht. 

Untersuchung der Projektion der Bahn auf eine 
zur Rotationsachse senkrechte Ebene. Um diese Bahn- 
projektion zu untersuchen, müssen wir aus der Gleichung (5) 
eine Differentialgleichung zwischen den Polarkoordinaten oe 
und 3 der genannten Kurve ableiten. Das geschieht leicht, 
indem wir die Grösse o durch die bereits früher benutzte 
Gleichung: 

(9) 0? — (ez — p)? — 2°, 
und den Winkel % vermöge der Beziehung d4 = wdt ein- 
führen. Zunächst ist: 
00? —=Iz(® —1)—pelz, 
und die Gleichung (5) können wir schreiben: 
ARE 
ve) Hl) 


wenn gesetzt ist: 


| [(ez — pP)? — z22]02 +2 g2+c=9 (e) 


(9a) [z(e® — 1) — pe? + (ez— p? — 2 —yı (e) 
| [z (ee - 1) —pe?—=vY.(e). 
Es folgt: 
2 — +) 
pl vo 


Endlieh führen wir d$=wdt ein und erhalten: 


de\! _ 1 (9 
Bee Ha 


98 


Or 


Zu dieser Gleichung ist folgdndes zu bemerken: 1). 9, (eo) ist 
stets positiv und von Null verschieden. Denn g, (0) besteht 
aus den beiden stets positiven Summanden: [z (e? —- 1) — pe]? 
und (ez--p)? — 2=_°; ersterer kann nur für z= 
+ ‚ letzterer nur für z = 1 ee odler ze -— ver- 
schwinden. 2). $ (e) ist identisch mit der Meridiangeschwin- 
diekeit o und verschwindet daher nur an den Stellen z = zı 
und z=z,. An- denselben Stellen verschwindet also auch 


‚ wenn aber ns verschwindet, so heisst das, die Tan- 


de 

ME 
gente der Kurve steht in diesem Punkte senkrecht auf dem 
Leitstrahl o, oder mit anderen Worten: die Kurve berührt 
den mit oe als Radius um den Koordinatenanfangspunkt ge- 
schlagenen Kreis. In unserm Falle wird also sowohl die 
Projektion des Parallelkreises, für den z=2z,, als auch des- 
jenigen, für den z=z, ist, von der Bahnprojektion berührt. 
(Die beiden Kreisprojektionen mögen im folgenden zur Ab- 
kürzung mit z,-Kreis bezw. z,-Kreis bezeichnet werden). Hier 
lässt sich nun folgender Satz beweisen. Ich behaupte: Zieht 
man den Leitstrahl o erstens nach einem Berührungspunkte 
der Bahnprojektion mit dem z,-Kreise, zweitens nach dem 
darauf folgenden Berührungspunkt derselben Kurve mit dem 
Zo-Kreise, oder umgekehrt: erst nach einem Berührungspunkte 
mit dem z,-Kreise, dann nach dem darauf folgenden Berührungs- 
punkte mit dem z,-Kreise, so bilden diese beiden Leitstrahlen 
einen Winkel, der stets > ist. 

Beweis: Führt man in Gleichung (7a) die Integration 
aus zwischen den Grenzen z=2z, und z=2z, und bezeichnet 
den zu zZ, gehörigen Wert von t mit t,, den zu zZ, gehörigen 
mit t, und analog die zugehörigen Werte von 9 mit J, und 
,, So erhalten wir, unter Berücksichtigung der Beziehung 


t= —!: 


dz. 


[09] 
He [v ze 1) peß I (ez_ pr 2 
w Iez— p" — 2] @® + 2g2 + ell(ez—p —z] 


OT ee 


Hier haben wir nur das + Zeichen zu nehmen, weil 
47 

zwischen den Integrationsgrenzen stets Un >00 ist. d, —Ya 
ist die Winkelgrösse, um die es sich handelt. Zur Führung 
des Beweises transformieren wir erst das allgemeine Zeit- 
integral, indem wir im Integranden statt z die excentrische 
Anomalie unsrer oz-Ellipse einführen. Wenn man ein recht- 

winkliges Achsenkreuz &,n hat und betrachtet die Ellipse: 
&2 n 


a2 
so kann man dieselbe auch darstellen durch die beiden 
Gleichungen: 


—=1,(e>Pß) 


eeWweose In PBsin?. 
Dabei ist z die excentrische Anomalie der Ellipse und wird 
folgendermassen konstruiert: Man verlängere die Ordinate 7 
des betrachteten Ellipsenpunktes, bis sie den über der grossen 
Achse als Durchmesser geschlagenen Hauptkreis schneidet, 
und verbinde diesen Schnittpunkt mit dem Koordinatenanfang. 
Der Winkel, den diese Verbindungslinie mit der &-Achse 
bildet ist die excentrische Anomalie z. Bei unsrer Hülts- 


ellipse (o,z) sind die Achsen: V BR undyR. Sei 
w2 (1 — e?) 


zunächst a die grosse Achse, also © (1 — e2)<<1, 
we (1 e&) 


so ist r die exeentrische Anomalie, wenn wir setzen: 


z+-m= null, 
2 Va (—®) 
Or VR sinT, 

BIO RU : ER OR 
Bun een m gesetzt ist. Nach dieser Substitution 
muss z von ze bis O0 abnehmen (oder von 3rr bis 27, Ir 
bis 4, .... . allgemein von (2n + 1) z bis 2n x), wenn z von 


z, bis z, wächst, 


Ist dagegen V R die kleine Achse, JR die 
02 (1 — e) 


grosse, d.h. © (1— e?)> 1, so haben wir zu setzen: 


R 
Z N Eee ER SLR 
3 va 1-e) 


gg 2 cos T 
Hierbei muss z von — — I pis +5 - zunehmen (oder von es 
bis = ... . allgemein von bis (4n+1) 5) 


wenn z von zZ, bis z, wächst. 
Nehmen wir zunächst den ersten dieser beiden Fälle, 
so ist: 


N __C08STt— m, da=—y Bi sinzdr. 
2 FE e?) o2 (1 — e?) 


Ausserdem wird: 
[z (1 — e2) + pe]? = ya cosr —m(l1 — )+pe|’ 
@ 


und, für m seinen Wert eingesetzt: 


= [ya + 5] 


—(1—e) Iv cos T ton ze 


Er 


Ferner ist: 


ep re se + 2opm — cost rm (i—eN) 
ana ME on 


Setzt man für m seinen Wert ein, so wird nach ge- 
ringen Rechnungen: 


Dee 3 N BRAENDITALIR: Mr 
1—e2; a4 (1—e) | 2 cos’ T 2 V U) CoST. 


(ez—P)?— 2° — 


Die subtraktiven Glieder lassen sich zu einem Quadrat ver- 


einigen! 
ERS y® [ 
er eos 
w2 V 1. s 


Was den ersten Faktor des Nenners unter der Wurzel des 
Zeitintegrals betrifft, so ist er nach einer früher gefundenen 
Gleiehung identisch mit 02, und andrerseits ist 09 —=R sin? r. 
Nach diesen Bemerkungen ergiebt sich: 


2 
ea? 


bet; 7 ee 
2 p? R oo 
1- je Rense + | [yo a 
Ja-ory Eos ler Au, 02 ar w2 vil-e: 
He ee (Reset a 
BI yl-e 


af ee eva: De | 
et fa hy a 3 | 


I I NE, 


Damit haben wir eine sehr übersichtliche Form des Zeit- 
integrals erreicht. Während nun z von z, bis z, wächst, 
nimmt z von zz bis O0 ab, und dabei ist das obere Zeichen 
zu nehmen. Integriert man also über dies Intervall und 
kehrt dabei unter Änderung des Vorzeichens die Integrations- 


grenzen um, So wird: 
va COS T 
RR | ya 


a p? [Ver ts] 


1-— e? 


BE ge 


Da e<<1 ist, so findet man leicht, dass der gebrochene Ra- 
dikand unter dem Integral >1 ist: ersetzt man ihn durch 1 
und multipliciert ausserdem das Integral mit dem positiven 


echten Bruch yl—e?, so ergiebt sich: 
® 
eg ; dr 


0 
CIE: 
Für den Fall: &®(1—e’)<<1 ist also die Behauptung er- 
wiesen. 
Im zweiten Falle war & (1 — ed) >1 und 


/ | / 
2TV K i sinz —m, da—y/ R —_ COSstÄrT. 
0 (1 — e*) a? (1 — e) 
Bemerkt man, dass hierbei die Integration von — — bis 


A = . = . . 
BET zu erstrecken ist, so ergiebt sich in analoger Weise 


wie im vorigen Falle: 


I Bee 
Se 
vi—e V 


BR: g& 2 
wer. [Var sne+ a 


2 vl—e 


BR 2 
el —sinz+ 5 A 


w° yi-e 


>>: W.'Z.'b. w.; 

Wir kehren nun zur Gleichung (10) zurück. Hierzu ist 
drittens zu bemerken: Y(o) kann nur an einer Stelle ver- 
pe 


schwinden, nämlich, wenn z = Ta 
—e 


— Z;, Ist. Andrer- 


ep 
p* 


seits wissen wir, dass Pe die lineare Excentrieität der 


Er re EA 


rotierenden Ellipse darstellt; mithin hat für diesen Wert von 


zo die Grösse der kleinen Achse, d.h. es it oe = -——. 


Das Verschwinden von Y(o) kann in Wirklichkeit aber nur 
pe 
1-- e? 
Wert, den z überhaupt annehmen kann. Wir haben daher 

zwei Fälle zu unterscheiden. 

Ist erstens z, >z,, so bewegt sich unser materieller 
Punkt ganz auf der unteren Hälfte des durch die rotierende 
Ellipse erzeugten Rotationsellipsoids, und die Projektion der 
Bahn zeigt eine Kurve, welche ganz innerhalb des Ringes 
liegt, der vom (äusseren) z,-Kreis und vom (inneren) Z,-Kreis 
begrenzt wird; beide Kreise werden von der Kurve ab- 
wechselnd berührt. (Fig. 5.) 

Ist dagegen zweitens z, <z,, so ändert sich die Figur. 
de 
ds 
auch am z,-Kreise Null, d.h. die Kurve berührt auch den 
Zs-Kreis, und zwar findet diese Berührung immer statt 
zwischen zwei aufeinander folgenden Berührungen der beiden 
andern Kreise; dabei ist die Berührung des z,-Kreises eine 
äussere, die der beiden andern eine innere. Ich behaupte in 
diesem Falle: Zieht man den Leitstrahl o erstens nach einem 
Berührungspunkte der Bahnprojeetion mit dem zs - Kreise, 
zweitens nach dem darauf folgenden Berührungspunkte der- 
selben Kurve mit dem z,-Kreise, oder umgekehrt: erst 
nach einem Berührungspunkte der Kurve mit dem 
Zs-Kreise und dann nach dem darauf folgenden Berührungs- 
punkte mit dem z,-Kreise, so bilden diese beiden Leit- 


eintreten, wenn z, <— 


ist; denn z, ist der kleinste 


Es wird jetzt 


nicht nur am z,- und z,-Kreise, sondern 


strahlen einen Winkel, der stets > ist. 


Beweis: Wir wählen beim Beweise den ersten Fall, 
bei dem während der Bewegung des materiellen Punktes z 
von z, bis z, abnimmt; der andere Fall beweist sich ganz 
analog. Benutzen wir die zuletzt mit Hülfe der Winkel- 


3 ge 


erösse z abgeleitete Form des Zeitintegrals, so stellt sich 
die gesuchte er 3 — 9, in der Form dar: 


IN es [v& an —. BE de 
a 
Ban a Ve COST - = el en 


- p° | RE a 
| | ke RT: e? va Se... = nn al ar 
2 1— e? 
NE TE 
T; Ba Fr N e2 


Das obere Integral gilt, wenn w? dr.) untere 
wenn © (1—e?) >1; r, bedeutet dabei den zu z=23 ge- 
hörigen Wert von er. Es folgt . | : 


Nun ist bereits an früherer Stelle bemerkt worden, dass das 
Maximum der Meridiangeschwindigkeit o stets unterhalb der 
durch z= 23 = —e=0OM bestimmten Horizontalebene liegt, 
mit andern Worten, dass die horizontale Achse der Hülfs- 
ellipse (0, z) stets tiefer liegt als diejenige der rotierenden 
Ellipse. Daraus folgt aber sofort, dass für z—2, die ex- 


centrische Anomalie z, im Falle & (1 — e)<1 stets a 
und im Falle 2 (1—e?) > 1 stets <O ist. Dies hatzur Folge, ae 
in beiden Fällen 9, — 9, > se, ist, "w. z. b. w. (Fig. 5a). 


Spezialisierung auf den Kreis: e =0. 


Wird die rotierende Ellipse ein Kreis, d.h.e=0, so 
liefert unser Problem eine Verallgemeinerung des .ebenen 


ET VRR 
Kreispendels. (Centrifugalpendel). Die Gleichung (5) nimmt 
in diesem Falle die Gestalt an: 


»_ W- De 4222 +40) 
p? 


oder, da p dem Radius a des Kreises gleich wird: 
|? - 2) +2gZ2 + ce] (a? — 2°) 
Die Gleichung (6) zwischen o und z geht über in: 


Serıl 


0° 
Sr Erg 


und dabei bedeutet R den Ausdruck: 


Die Discussion dieser Gleichung liefert keine wesentlich ein- 
facheren Resultate als beim allgemeinen Fall. Ebenso ver- 
hält es sich mit der Gleichung, welche die totale Geschwin- 
digkeit v mit z in Beziehung setzt; diese lautet hier: 


RAT, 
v2 ( ) n 
ZP E P 7? 


wo P den Wert hat: 
Pet ga oz 
Zr 4 w? 


Demgegenüber wird der Ausdruck der Zeit für e=0 in der 
Weise vereinfacht, dass sich das hyperelliptische Integral auf 
ein elliptisches reduziert. Es wird nämlich: 


RER TEN? re 1 
va@— dl —- 2) +2gZ2-+ ec] 
Der zweite Faktor des Radikanden, welcher mit dem Quadrat 
der Meridiangeschwindigkeit identisch ist, verschwindet, ‚wie 


I We 


wir wissen, für zwei reelle Werte, z, und z,, von z, deren 
absoluter Betrag <a ist, und kann deshalb in die Gestalt 
gebracht werden: »2 (2— Zı) (2, — 7). Demnach wird: 


) a dZ 


a a ea ze ae 


Man sieht direkt, dass wir es mit einem elliptischen Integral 
1. Gattung zu thun haben. Um dasselbe auf die Normal- 
form zu bringen, führen wie nach den bekannten Regeln eine 
neue Veränderliche A als linear gebrochene Funktion von Z 
ein durch die Gleichung: 


(11) | „422 Aa) tr 2 (a 2) 

=i.@ - z) az 
Dadurch ist erreicht, dass in dem nachfolgenden Schema die 
unter einander stehenden Werte von z und A einander ent- 
sprechen: 


4 ee I-al+ta, 
A [0 Fe 


und der echte Bruch k? ist dabei bestimmt durch die Be- 
ziehung: 

ie 

ara) lan) 

Da z sich immer zwischen z, und z, bewegt, so bleibt A 
immer zwischen OÖ und 1. Unsre Substitution führt auf die 
Gleichung: | 


k? 


[n) rdz 
— dt= 
x v (a2) (a4) (2—2,) (2, —2) 
au \/ Bean 
@—- 4»)arz)yp I Made 


die trigonometrische Form des Integrals ergiebt sich, wenn 
man = sin? v setzt. Es wird: dann nämlich, wenn man die 
Gleichung: 


TA 


Br » . dd —2%)(&-+ 2) 
I San) a) 


berücksichtigt: 


It=H4 oh 
Be + a Hz). Ve sin? y 


w 
D) d 5 
Das Integral BR sei mit u, a mit u, bezeichnet; 
Ay Aw 
v 


ferner werde gesetzt: 
2.% Be 
+tya—-z)@a+2) 4 
Setzen wir dies alles ein, so Aue sich schliesslich: 


(12) va —2)(a+ Ze For iu 


Damit ist eine übersichtliche Darstellung der Zeit gewonnen. 
Um die Beziehung zwischen z und u zu finden, setzen wir 
2 ab — Shui m a ein und erhalten: 


‚a-+z 
Ba zii Ismu 

13) zz 
SE en nn Er ET En 
"atz — sn2u 

Zg — 2 


Daraus folgt durch Differentiation nach einigen Um- 
formungen: 
1dz_ (a+z)(a-t2)(2—2)2snucnudnu 
da [a + 2, — (2, — z,)sn2 u] 


Der stets positive Nenner der rechten Seite liegt zwischen 


den Grenzen (a + 2,) und (a + 25); kann daher nur 


Null werden, wenn snu oder cnu mit reellem Argumente 
verschwinden. Das erstere erfolgt für u=0, 2K, 4K...., 
das letztere für u=K, 3K, 4K u.s. w., wenn man unter 


res 


K das volle Legendre’sche Integral [ —, versteht. Andrer- 


seits ist nach, (13) zz Tür an 2K. „ungez 
für u=K, 3K u.s.f. Daraus geht hervor: Während der 
materielle Punkt von einem tiefsten bis zu einem höchsten 
Punkte seine Bahn beschreibt oder umgekehrt, ändert sich u 
jedes Mal un den Betrag K. In jedem tiefsten und höchsten 
Punkte der Bahn wird alle Mal der Wendekreis z—=z, bezw. 
ZZ, berührt, was daraus erhellt, dass an diesen Stellen 
02025067 
dt. 2.09 
damit wir einen konkreten Fall haben, O<w<K und 
sodass, da dann auch aa ist, der Punkt sich 
anfänglich abwärts bewegt. Dann wird u=K für z=z,, 
wo der Punkt sich wieder nach oben wendet, bis er den 
Wendekreis z=z;, berührt und u=2K wird. Dann geht 
die Bahn wieder abwärts u. s. w. Verfolgt man die Bahn 
rückwärts, so wird u zunächst —=0 für z—z,, wo ein Höhe- 
punkt der Bahn: liegt. Dann geht es wieder abwärts, u 
wird negativ und nimmt der Reihe nach die Werte —K, 
— 2K u.s. w. an. 

Zur Darstellung der Bahnprojektion hat man in die 
Gleichung: 


.o—Ü$ ist. Zur Zeit.t=0 ist um, See 


2a 
.: le zı)(a-+ a 
einzusetzen: = ot, 3), =wty. Dadurch erhält man: 
N) ante NR _— + z a 


va—2)(& + 2) 
Da ferner noch (13) die besteht: 


7 
u. +smu 


ae, 


o(t — = 


ya @—2 a ) 
a2 
a 
; | 


a. 
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so haben wir eine Darstellung der Beziehung zwischen 0 
und $ mit Hülfe des: Parameters u. Die Discussion liefert 
keine wesentlich einfacheren Ergebnisse als beim allgemeinen 
Falle. | 


% 


2: Fall: z, > ae 2 > —- 1 | 
Die Hülfsellipse (o,z) schneidet die Gerade | — 
dagegen nicht die Grade = 


Vor der Behandlung dieses Falles ist eine Bemerkung 
wichtig. Es ist bereits früher erwähnt worden, dass der 
Mittelpunkt der oz-Ellipse stets unterhalb des Mittelpunktes 
M der rotierenden Ellipse gelegen ist. Daraus geht ohne 
Weiteres folgendes hervor: Wenn für den oberen Scheitel 


der Hülfsellipse z, <<, d. h. wenn die genannte 
Ellipse die Gerade 2 = — & x schneidet, so schneidet sie 
stets auch die Gerade zZ = 1 i u Das gilt aber arte umge- 
kehrt: wenn die Gerade z =1.% geschnitten wird, so kann 
sehr wohl 2,.> Fr = 2 sein. 


Analytisch gestaltet sich dieser Beweis, so: Es wird 
vorausgesetzt: | 


R epw? — g 
Va (1—e) @2(1— e) = 


St 
1-e 
Daraus folgt: 


/ R ep — g p epw® — g 
V ont ey nee ii FDare U at zren 
| p(l--e) , 2ep 
F 1-—e Sbuycz ee 


Dub | 
777 w. z. b. w. 


ea 


Um von dem jetzt zu behandelnden Falle wieder ein 
anschauliches Bild zu erhalten, zeichen wir. die oz-Ellipse in 
die rotierende Ebene ein, wie wir es im vorigen Falle gethan 
haben. Rechts sei nach unsrer Bezeichnung die positive, 
links die negative Halbebene. Durch die Länge der grossen 
Achse der rotierenden Ellipse sind die äussersten Grenzen 
gegeben, zwischen denen sich z bewegt: die oz-Ellipse reicht 
über die untere Grenze hinaus, und der überstehende Teil 
(in der Figur 6 schraffiert) kommt daher für die Bewegung 
nicht in Betracht. Die Meridiangeschwindigkeit o kann dem- 
nach nur einmal, für z=2,, verschwinden. Es sei beispiels- 
weise 9, >60; dann heisst das nach unsren früheren Fest- 
setzungen, der materielle Punkt bewegt sich anfangs mit der 
Meridiangeschwindigkeit o, auf der positiven Halbebene nach 
unten. Verfolgt man also die Bewegung, indem man jedem 
z den zugehörigen Wert von oc zuordnet, so muss man im 
Sinne der gefiederten Pfeile auf der oz-Ellipse entlang gehen, 


bis z a, geworden ist und der Punkt sich in I befindet. 
Da an dieser Stelle der bewegliche Punkt nicht zur Ruhe 
sekommen sein kann, sondern eine bestimmte Geschwindigkeit 
(nämlich o) besitzt, so geht z vom Wachsen zum Abnehmen 
über. Nun war bis zu dem Augenblick, wo z den Wert 
ae erreicht, die Geschwindigkeit o immer > 0; da wir 
es nur mit stetig wirkenden, nicht mit Stosskräften zu thun 
haben, so kann o nicht plötzlich negativ werden, sondern 
muss positiv bleiben, mit andern Worten: Wenn die Be- 
wegung bis zur Lage I vorgeschritten ist, so müssen wir 
auf der oz-Ellipse umkehren und im entgegengesetzten Sinne 
denselben Weg zurückgehen, den wir gekommen sind; wir 
gehen also dann im Sinne der ungefiederten Pfeile, und o 
wiederholt seine Werte. Da ferner die Bewegung nach oben 
gerichtet ist und zugleich o>0 ist, so befinden wir uns, 
unsrer Festsetzung gemäss, auf der negativen Halbebene. Im 
weiteren Verlaufe erreicht o im Punkte z=z, den Wert OÖ 


POISAnn 


und wird dann negativ. Der materielle Punkt befindet sich 
dabei in II, wo er seinen Höhepunkt erreicht hat und um- 
kehrt. Er bewegt sich zurück nach I, während wir auf der 


Hültsellipse wieder bis zum Werte z = ‚ aber jetzt auf 


1 Büree 
1l-+e 
der negativen Seite, abwärts gehen und hier die Richtung 
umkehren müssen. co bleibt immer noch negativ, die Be- 
. wegung des Punktes ist nach oben gerichtet, also tritt der- 
selbe in I auf die positive Halbebene über und steigt empor 
bis zur Lage III, wo o=0 und dann positiv wird. Der 
Punkt kehrt in III um, und es wiederholt sich der Verlauf 
der ganzen Bewegung. Das Maximum von o liegt in der 
ep@i—g., 
02 (1 — e?) ’ 
gleich weit von der genannten abstehen, hat o denselben 


in Ebenen, welche 


Horizontalebene z = — 


PER 
absoluten Betrag. Ist die Grösse ua u =0 "und 
(1 — e?) 
Prane7s IE z, 50 liegt das Maximum der Meridiangeschwindigkeit, 


welches der Punkt erreichen kann, in dem unteren Scheitel 
der rotierenden Ellipse. 


Die Gleichung welche die Totalgeschwindigkeit v mit 
z verbindet, wird hier auch wieder durch eine Ellipse dar- 
gestellt, wie beim 1. Falle, und liefert nichts prinzipiell 
Neues. 


Die Untersuchung des Zeitintegrals mit Hülfe 
der drei Weierstrass’schen Bedingungen dient im wesentlichen 
zur Kontrolle unsrer bisherigen Resultate. Für die Zeit 
hatten wir die Darstellung durch das Integral (7a). Die drei 
genannten Periodizitätsbedingungen sind erfüllt. Denn erstens 
wird in der Differentialgleichung (7) die rechte Seite für 
zwei reelle Werte von z gleich Null, nämlich für z=z, und 
Z Se Ferner erhält, wenn man die Beziehungen: 
l(ez — p)? — 2?]02 +2 g2+c=w? (1— e?) (z—2,) (23, —z) und 

3 


RR 


ae ER U BRD 
berücksichtigt, die oben definierte Grösse er die Form: 
1 
1 _ Ze®—)—pel+(z—p?—z 
1 


ein Ausdruck, der im Intervall z, . le weder O0 noch 
© wird. Da endlich z stets innerhalb des genannten Inter- 
valles bleiben muss, so ist auch die dritte Bedingung erfüllt. 
Man hat, wenn man das Integral umkehren und z als periodi- 
sche Funktion von t erhalten will, in diesem Falle zu setzen: 


pP pP 
nn 
u cos A; 


die Zeitperiode ist dabei die Zeit, welche verstreicht, während 


1 SE & und dann abnehmend von 1 ie s 
bis z, geht; das ist also die Zeit, in welcher der materielle 
Punkt von III durch I nach II oder umgekehrt von II durch I 
nach III geht. Wie im vorigen Falle, so können wir auch 
hier wieder schliessen: Alle Teile der Bahn, bei denen z die 
gleichen Werte in gleicher oder entgegeengesetzter Reihenfolge 
durchläuft (d. h. kongruente oder symmetrische Teile) werden 
in den gleichen Zeiten zurückgelegt. 

Für die Projektion der Bahn auf eine zur Rota- 
tionsachse senkrechte Ebene hatten wir allgemein die 
Gleichung (10): 


z von z, wachsend bis 


F ) — 19 
149/02 91 (0) 
worin $(e), 9, (0), Y(o) durch die Gleichungen (9) und (9a) 
zu bestimmen sind. Zu diesen drei Grössen ist im vor- 
liegenden Falle folgendes. zu bemerken. 1). g, (e) ist stets 


v(e) 


DE NSOY es 


>0. 2). p(e) ist identisch mit o und verschwindet nur für 
z—=2,, während z den Wert z, überhaupt nicht erreicht. 
Im vorigen Falle hatte o sowohl für z=z, als für z=z 
je einen (positiven) Wert; im jetzt vorliegenden Falle 


z2 an der Stelle 


wissen wir dagegen, dass e = + y(ez—p)? 
Zt wo sich z vom Wachsen zum Abnehmen wendet, 
von positiven zu negativen Werten (bezw. umgekehrt) über- 
geht, und dass infolge dessen zu jedem Werte von z zwei 
Werte von oe gehören, die dem absoluten Betrage nach gleich, 
aber von entgegengesetztem Vorzeichen sind und je einer 
Lage des materiellen Punktes auf der positiven und negativen 
Halbebene entsprechen. Nennen wir daher o, den zu z=2 
gehörigen absoluten Wert von o, So wird Y(e) zwar nur für 
einen Wert z, von z Null, aber für zwei Werte von oe, 
nämlich + eg; und —g,. Beschreibt man also auf der Pro- 
jektionsebene mit o, einen Kreis um den Koordinatenanfang, 
so wird dieser Kreis von der Bahnprojektion immer je ein- 
mal berührt, wenn sich der materielle Punkt auf der positiven, 
und wenn er sich auf der negativen Halbebene befindet. 
Der charakteristische Unterschied der Figur von der ent- 
sprechenden des vorigen Falls liegt darin, dass die Kurve 
unendlich oft durch den Koordinatenanfang geht. w<(o) hat 
hier dieselben Eigenschaften wie im vorigen Falle; je nach- 
pe 
1—e? 
charakteristische z;-Kreis auf oder nicht. (Fig. 7.) 


dem z;, < oder > — ist, tritt bei der Projektion der 


Für den speziellen Fall des Kreises, e=(, hatten 
wir allgemein schon das Zeitintegral auf die Form gebracht: 


fr) +dz 
ee utes 2: 
a V(a—z)(a+2)(z --2) (23 —2) 


Um dies elliptische Integral 1. Gattung bei den hier ge- 
machten Voraussetzungen 3 >a, —a <z,<O auf die 


Normalform zu bringen, hat man in bekannter Weise eine 
Z%# 


Er 


neue Veränderliche A als linear gebrochene Funktion von Z 
derart einzuführen, dass sich in dem Schema: 


= 


er 


2; az 
ee 
k 


die übereinander stehenden Werte von z und A entsprechen 

und k? ein positiver echter Bruch ist. Allen Forderungen 

genügt man, wenn man setzt: 

4.2(a — 2) + 2, .2a 
—/)(a—z)-+2a 

a—2)a+2) 


(Z3 — 2j). 2a 


LEE 


kiss 


Dadurch wird: 
F elZ 


cher 
R v(a—2)(a+-2) (z, — 2) (2— 2) 


= \ 1—k2 dA 
(2 — a) (a+ 2) YA (1—1) (1—k?A) 
und, wenn man A=sin?% setzt und berücksichtigt, dass 


_ (a + Zı) (22 — A) 


hier (2, — Z1).22 
ist: 
Be Nr, PR 
a vaz,—z) {U 
” a 
Es si v=y, fürt=t, und Sn rl. T: — 0,80 
0 N) 
erhält man: 
it —rt - (U —Ug) 
oder 


HR Ei 


2 


wenn: 27 SZ 
v2a (zZ, — 2ı) 


[07] H 
WE to gesetzt wird. 


Nach Einführung von u ergiebt sich für z der Ausdruck: 


und durch Differentiation: 


1 dz _ 2(a?2—z,?)snucnu dnu 


a du [2a—(a—z,)sn?u]? 


Die rechte Seite der letzten Gleichung verschwindet für 
DEN BRSOR.. 0. — Re DR... , allgemein’ für 
u=nK, unter n eine beliebige positive oder negative ganze 
Zahl verstanden. Andrerseits wird z=z, für u=(, 2K, 
ar nallvenem 2uK und z a turu— RR, 5aR.,,, 
allgemein (2n—1)K. Daraus folgt: Wenn der materielle 
Punkt von seiner grössten Höhe z=z, Sich bis zum tiefsten 
Punkte z=a bewegt oder umgekehrt, von z=a bis z=z, 
ansteigt, ändert sich u immer um den Betrag K. Nehmen 
wir also O<w<{K an und benutzen in der Zeitgleichung 
das obere Zeichen, so wächst u bis K, und die Bahn gelangt 
zum tiefsten Punkte z=a. Während n weiter wächst, steigt 
die Bahn empor und berührt für u=2K den Parallelkreis 
zZ z,, worauf sie wieder absteigt u. s. w. — Die Projektion 
der Bahn auf die xy-Ebene wird, vermöge des Parameters u, 
dargestellt durch die Gleichungen : 


DEREN: LuBe a BR Nee 
i — y2a (2 —z,) 

2 2, 5) 

ara. u 


% 


te 


3. Fall: > 1.5 Zi 97 


In diesem Falle überschreitet die Hülfsellipse (o, z) das 
RD, D 
.. 1-e‘ "l-+e 
zipiell neues liefert dieser Fall nicht. Das Charakteristische 
an ihm ist, dass die Meridiangeschwindigkeit o stets das- 
selbe Zeichen behält. Denn nehmen wir an o, sei >(0, d.h. 
der Punkt bewege sich zur Zeit t=0 auf der positiven 
Halbebene abwärts, dann nimmt zunächst z zu, und wir 
gehen auf der oz-Ellipse im Sinne der gefiederten Pfeile 


pP 
1-+e 
erreicht hat. o hat in diesem Punkte einen positiven, von 
Null verschiedenen Wert, und da Stosskräfte bei unserem 
Probleme nicht vorhanden sind, also eine unstetige Änderung 
von o ausgeschlossen ist, so müssen wir im weiteren Verlaufe 
der Bewegung auf der positiven Seite der oz-Ellipse bleiben 
und im Sinne der ungefiederten Pfeile wieder aufwärts gehen. 
Der materielle Punkt hat sich dabei von z, aus abwärts be- 
wegt, ist im unteren Scheitel der rotierenden Ellipse von der 
positiven auf die negative Halbebene übergetreten und hat 
sich dann wieder aufwärts gewandt. Im oberen Scheitel, 


d.h. für z= — — ‚ geht er wieder auf die positive Halb- 


ebene über, während wir auf der Hülfsellipse die Richtung: 
wieder umkehren u.s. w. Der Punkt durchläuft also die 
rotierende Ellipse vollständig und stets in demselben Sinne. 
Beim ersten Falle hatten wir das Umgekehrte: Dort mussten 
wir die Hültsellipse vollständig und stets im selben Sinne 
durchlaufen, während der materielle Punkt auf der rotierenden 
Ellipse ein beschränktes Kurvenstück mit wechselnder Richtung 
durchlief; im vorliegenden Falle geht der materielle Punkt 
auf der ganzen rotierenden Ellipse stets im selben Sinne 
herum, während auf der Hülfsellipse ein beschränktes Stück 
bald in dem einen, bald im andern Sinne durchgangen wird. 


Intervall z nach beiden Seiten. Prin- 


(Fig. 8) entlang, bis z sein Maximum im Punkte z= 


SEHEN 


Untersuchung des Zeitintegrals. Auch in diesem 
Falle sind die drei Weierstrass’schen Bedingungen der Perio- 
dizität erfüllt. Denn in der Differentialgleichung (7) wird 


die rechte Seite für 2 reelle Werte d > von Z 


a 
Kar un 
Null. Ferner hat die Grösse . die Form: 

1 


1 _ [zle®- D—pel?+(z- D?—z2 


Bu oal oa 2)m- 2.0 


und dieser Ausdruck wird im Intervalle z= — — — . 


az weder OÖ noch ©. Die dritte Bedingung ist ebenfalls 
erfüllt. Bei der Umkehrung des Integrals und Darstellung 
von z als periodische Funktion der Zeit ist nach Weierstrass 


die Substitution zu machen: 


IE! ei pP RESP PD 
1—e 1-e 1—e I1-e E 
A re N ae 
a u A VEREANE 


1 — e? 1—ie 


Die Zeitperiode 2T' ist hier die Zeit, welche verstreicht, 
während der Punkt einmal die Ellipse durchläuft. 

Über die Projektion der Bahn auf die xy-Ebene, welche 
allgemein bestimmt ist durch die Differentialgleichung: 


Sure 1 9) 


ds) 2 pı (0) 


muss folgendes hervorgehoben werden. 1). 9, (eo) ist stets 
positiv und von Null verschieden. 2). Dasselbe gilt von g (eo); 
denn (eo) ist identisch mit o, welches im vorliegenden Falle 
nie verschwindet, da z die beiden Werte z, und z, nie er- 
reicht. 3). W(e), welches mit [z (e? — 1) -- pe]? identisch 


ist, verschwindet für z=— “P _ oder für De a 
1 BERG e? yon e? 
indoor e Diese Werte entsprechen der Projektion 


yl-e? 


des Äquators des Rotationsellipsoids, also dem z3-Kreise, 


Dieser Kreis wird also von der Projektion einmal berührt, 
wenn der materielle Punkt auf der positiven, und einmal, 
wenn er auf der negativen Halbebene sich befindet. Die 
Projektion wird immer durch den Koordinatenanfang gehen, 
wenn der materielle Punkt den untersten oder den obersten 
Scheitel der rotierenden Ellipse passiert. (Fig. 9.) 


Für e=0, d.h. wenn die rotierende Ellipse zum Kreise 


N pP SEIRLEDARRL SR 
wird, Ist 7, = 4 work a, und es ıst , >32, 
Zı <—2&a. Um daher das elliptische Integral: 
a 
a A N era 


auf die Normalform zu bringen, haben wir die neue Ver- 
änderliche A so einzuführen, dass sich die Werte entsprechen: 


a 
jo Fey 


Dies wird erfüllt durch die lineare Substitution: 
2a, 4A+a(a —z) 
 2aA— (a—zı) 


2a (2, — Zı) 


(a +2) (a — z1)- 


und k? = 


Dadurch wird: 


N 1—k? d4 
N (23 —a) (—Zı —a) YA L— A) (A—k2A) 


/ 


Karen 


5 
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Wenn man wieder A=sin? y einführt und bemerkt, dass: 


al 


(a+2)(a — 2ı) 


ist, so liefert die Integration: 


re 2 dw 
% " Ya+2) az En 
9) t—bo 
oder „va+ 2) (a — 2) — =+Uu 


wenn gesetzt ist: 


Yo 
a en Fu= Ya+z)(a— 2) n 
0 


Aw Ay 
0 
z wird dann durch u ausgedrückt durch die Gleichung: 
a— Zı 
sn?u + —— 
Zu 27; 
Z= U —— 
EEE 
2a 


und die Differentiation ergiebt: 


dz 2a (2,7? — a? 
du [2a sn?u — (a— 2,)]? 


Dieser Ausdruck verschwindet für u=0, K, 2K..., —K, 
—2K,... Andrerseits wird z=—a für u=0, 2K,... 
—2K..,„uındz=-+afüru=K, 3K...,—K, —3K... 


Also wächst u immer um die Grösse K, wenn der materielle 
Punkt den Halbkreis vom tiefsten bis zum höchsten Punkt, 
oder umgekehrt durchlaufen hat. Nehmen wir daher O<w 
< Kan, und bewegt sich der Punkt zur Zeit t=0 ab- 
wärts, was dem oberen Zeichen in der Zeitgleichung ent- 


spricht, so wächst u und wird = K, wenn z = a ist. 
Dann geht die Bahn aufwärts und u wird = 2K für 
2 — = au. Ss W; 


Für die Projektion der Bahn auf die x y-Ebene, hat 
man die Parameterdarstellung: 


N 


3-- =H 2a u 
v(a +2.) (a — 21) 
u 
ya? — 2 ZT 22 » 
OR ae a 
23 
4. Fall. 


In diesem Kapitel sollen diejenigen Fälle behandelt 
werden, welche als Grenzfälle der drei vorigen zu betrachten 
sind. Es zeigen sich hierbei drei verschiedene Typen, je 
nachdem man von Fall 1 übergeht zu Fall 2 oder von Fall 2 
zu Fall 3 oder endlich von Fall 1 zu Fall 3. Dieser letztere 
Fall hat aber nur eine hypothetische, keine anschauliche Be- 
deutung, da er nach früheren Bemerkungen nur eintreten 
kann, wenn =» ist. Wir können deshalb diesen Fall 
ausschliessen. In unsrer geometrischen Behandlungsweise 
haben die zu behandelnden Fälle das gemeinsame Kenn- 
zeichen, dass die Hültsellipse (eo, z) eine der Geraden z = Bier 
und = berührt. Die Beantwortung der dabei 
auftretenden Fragen wird sich, wenn sie bei einem Falle 
durchgeführt ist, sofort mit den nötigen Änderungen auf den 
anderen übertragen lassen. Nehmen wir also zunächst den 
Grenzfall zwischen Fall 1 und 2, so ist dabei 


U. SER 
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und die oz-Ellipse berührt die Gerade =: (Fig. 10). 
Sei, >0, so bewegt sich der materielle Punkt an- 
fänglich abwärts und nähert sich dem Scheitel der rotierenden 


Ellipse, für welchen = ist. Da zugleich auf der 


oz-Ellipse in diesem Augenblick der untere Scheitel erreicht 


ist, so wird o=0: der Punkt kommt auf dem Meridian zur 
Ruhe. Nun wissen wir, dass die totale Geschwindigkeit v 
des Punktes bestimmt ist durch die Gleichung : v? = 0? + 0? 02. 
Unser Fall ist nun dadurch ausgezeichnet, dass o und o zu- 
gleich Null werden; folglich verschwindet auch v. Für 


Ye 


1 de ist also der bewegliche Punkt völlig zur Ruhe 
gekommen. Da ferner mit v auch die Centrifugalbe- 
schleunigung verschwunden ist und die allein noch wirkende 
Schwerkraft in diesem Punkte die Richtung der Ellipsen- 
normale hat, so liegt kein Grund zur weiteren Bewegung 
vor, der Punkt muss dauernd in Ruhe bleiben. Hier ent- 
steht aber die Frage: wird der kritische Punkt bei der Be- 
wegung überhaupt erreicht? Es lässt sich leicht zeigen, dass 
er thatsächlich nicht erreicht wird, sondern dass sich der 
materielle Punkt dem unteren Scheitel der rotierenden Ellipse 
in unendlichem Progress nähert, ohne ihn je zu erreichen. 
Diese Behauptung wird bewiesen sein, wenn gezeigt ist, dass 


die Zeit, welche bei der Bewegung von z=z, bis z = = 5 
verstreicht, unendlich wird. Unser Zeitintegral können wir 
schreiben: 


a Sr 2 BE 1 Ye 
Ei (eV 1) — pe? F(e2- D—z 
ww“ 2 (1— )? (221) (2 —Z) en —)(z m 
und, da in unserm Falle z, — n ae ist: 
ER ei, dz ee He Zu 
ante ent) 
o(1—e Fat Z (2 — Zı) ar 


Lässt man jetzt die obere Grenze z sich dem Werte 


nähern, so wird der Integrand von der ersten Ordnung 


1-+e 
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unendlich. Ein bekannter Satz der Integralrechnung !) sagt 
nun aus, dass ein bestimmtes Integral selbst über alle Grenzen 
wächst, wenn der Integrand an einer der Grenzen von der 
ersten oder von höherer Ordnung unendlich wird. Also haben 
wir das Ergebnis, dass der materielle Punkt eine unendliche 
p 
1-+e 
andrerseits eine konstante, endliche Rotationsgeschwindigkeit 
haben, so muss die Bahn sich in unendlich vielen Windungen 
dem kritischen Punkte nähern. — Betrachten wir hier die. 
3 Weierstrass’schen Bedingungen der Periodieität, so ist zu- 


zu erreichen. Da wir 


Zeit braucht, um den Punkt z= 


® 2 
nächst zu konstatieren, dass in dem Ausdrucke für Be: ) 


die“ 
der Zähler für 2 reelle Werte von z, nämlich z, und GE: 
verschwindet, und dass der Ausdruck 

1 _ Ble®-1)—pel+(ea—p?—z 
Te Ten een 
a Z Pe 

zwar innerhalb des Intervalles zı .. . ee nicht O oder 

co wird, dass dies letztere aber an der Grenze =, 


geschieht. Dies hat zur Folge, dass wir keine periodische 
Funktion der Zeit haben; denn der Ausdruck für die Periode 
2 T wird unendlich. Verfolgt man die Bahn rückwärts, so 
geht sie empor bis zur Höhe z=z,, wo sie sich wieder ab- 
wärts wendet und sich asymptotisch dem Punkte =, 
nähert. Im ganzen haben wir also nur einen einzigen Kurven- 
zweig. Denkt man sich, der materielle Punkt habe vor 
unendlich langer Zeit mit stetig von Null an wachsender 
(Geschwindigkeit den Scheitelpunkt der rotierenden Ellipse 


1) Vergl. etwa: Serret-Harnack, Lehrbuch der Differential- 
und Integralrechnung, Bd. 2, 1899, S. 188. 
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verlassen, so beschreibt er immer grössere Windungen um 
den genannten Punkt bis er die Höhe 'z=z, erreicht hat 
und nun eine zur bisherigen symmetrische Bahn nach seinem 
Ausgangspunkt hin beschreibt. — Projieieren wir die Bahn 
auf eine zur Rotationsachse senkrechte Ebene, so erhalten 
wir eine Kurve, welche in unzähligen Windungen den Koor- 
dinatenanfang verlassend, immer grössere Windungen be- 
schreibt, schliesslich den z,- Kreis berührt und sich wieder 
in unendlich vielen Windungen dem Koordinatenanfang zu- 
wendet. (Dabei kann unter Umständen wieder der dem 
Äquator entsprechende z,-Kreis zweimal berührt werden). 
Bei dem Grenzfall, welcher den Übergang bildet vom 
2. zum 3. Fall, ändern sich die Verhältnisse nur in sofern, 


als die oz-Ellipse jetzt die Gerade = berührt, 
während sie die Gerade ee schneidet. Es ist also 
(Fig. 11): 
ENDEN NR, N 
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In dem Berührungspunkte haben wir ebenso, wie im 
zuletzt behandelten Falle die Thatsache, dass o und o zu- 
gleich OÖ werden. Damit verschwindet auch v, und da die 
wirkende Kraft die Richtung der Ellipsennormale hat, so 
muss der Punkt zur Ruhe kommen. Dabei wird aber wieder 
die Zeit über alle Grenzen wachsen; denn da in diesem 


Falle z, = I ist, so lautet das Zeitintegral: 
ad dz v: (®—1)—pel?+(ez—p)’-z! 
pP 
o(1—e? Y(& | (2) 
Nähert sich z dem Werte - so wird der Inte- 


grand von der ersten Ordnung unendlich, und es folgt, dass 
das Integral selbst über alle Grenzen wächst. Wir haben 


BR ma 


daher hier wieder eine Bewegung, bei welcher sich der 
materielle Punkt in unzähligen Windungen dem kritischen 


Punkte z= — Er nähert, ohne ihn je zu erreichen. Ver- 


folgt man die Bewegung rückwärts, so geht die Bahn ab- 
wärts, passiert bei einer bestimmten, von O0 verschiedenen 
Meridiangeschwindigkeit den tiefsten Punkt des Rotations- 
ellipsoids und steigt empor, um sich dann in unzähligen 


Windungen dem höchsten Punkte z— —, zu nähern. 


1 


Es erübrigt nun noch die beiden Grenzfälle beim 
Spezialfall des Kreises zu betrachten. Hier kennzeichnen 
sich die beiden Fälle dadurch, dass entweder z, —-+a oder 
Zı =—a Ist. Ist ersteres der Fall, so wird die im 1. Fall 
aufgestellte Differentialgleichung der Zeit: 


dZ 
== if m ne 
u (a — z) (a +2) (2— 2) 
und die Integralgleichung hat die Gestalt: 


t—t 
— Va) (2a) ae E 


2 
dy 


u ist das Integral erster Gattung: | —— : Allgemein hatte 


(0) 

2— 2)28 
| (a — 2,)(a -+ 2)’ 
im jetzigen Falle=1. Nach der Beziehung zwischen vu und 
z wird nun Z— 75, Wenn a nn .-,..0der,weuh, 
ar. %, wird. Nun weiss man aber, dass K alle Grenzen 
übersteigt, wenn k=1 wird. Die Zeit wird also unendlich, 
wenn sich der materielle Punkt der Lage z=a nähert. 
(Man überzeugt sich leicht, dass t, von — » in diesem Falle 
verschieden ist). | 


im 1. Falle k? die Form k? — dies wird 


Fa ee 


In dem Falle ferner, dass ı = —-a ist, haben wir, 
vom 2. Falle ausgehend, zu setzen: 
ER +dz 


a 0 (t+tmZya-2)@—2) 
und die Integralgleichung lautet: 


—ti—1 
va ta), '=Hru. 


Das Quadrat des Moduls k wurde allgemein dargestellt 
(a— zZ) (a +2). 

(2 —2)2a 
wird k®®=1 und K=». Wir haben das entsprechende 
Resultat wie oben: Die Zeit wird ©, wenn sich der materielle 
Punkt der Lage z= — a nähert. (> — ao). 


setzt man hierin z = —- a, SO 


durch: k? = 


Abschnitt II. 
Die rotierende Kurve ist eine Hyperbel. e>1. 


Nachdem bei dem Falle der Ellipse die prinzipiellen 
Punkte der Diskussionsweise klar gestellt worden sind, werden 
sich die Verhältnisse bei Hyperbel und Parabel kürzer ent- 
wickeln lassen. 

Eine Hyperbel mit vertikaler Hauptachse beschreibt bei 
der Rotation um diese Achse ein zweischaliges Rotations- 
hyperboloid. Der obere Brennpunkt ist der Koordinaten- 
anfang, die positive z-Achse, welche mit der Haupt- und 
Rotationsachse zusammenfällt, ist nach unten gerichtet. Die 
Beziehung, welche zwischen z und der Meridiangeschwindig- 
keit o besteht, hatten wir allgemein für die Kegelschnitte 
auf die Form gebracht: 


5) 
epo?— g 


+02(1—e)[2+ Ü-e) en 


wo R eine konstante Grösse und durch den Anfangszustand 
bestimmt ist, derart, dass man zu setzen hat: 


oe 


nr ep w2 — ge ]? 
R=%?-+o»°(1— e?) [+ an we Fer 


Im Falle der Hyperbel, wo e>1, also 1—e?<T 0 ist, 
wird man die obige Beziehung praktisch in die Gestalt 


bringen: 
|: eos li 
PR 0? (e?— 1) 


R R 
a? (e? —]) 


doch ist dabei zunächst noch der Fall R=0 ausgeschlossen. 
Ausser diesem haben wir noch 2 Möglichkeiten zu unter- 
scheiden, je nachdem R > oder < OÖ ist. Das wird abhängen 
von der Beschaffenheit der Grössen o,, Zy, ®,e,p. Im beiden 
Fällen aber stellt die obige Gleichung, wenn man o und 2 
wieder als rechtwinklige Koordinaten ansieht, eine Hyperbel 
dar; durch Änderung des Zeichens von R erfolgt nur eine 
Vertauschung von Haupt- und Nebenachse. 


A). R>O. 
In diesem Falle liegt die Hauptachse der Hülfshyperbel 
auf der o-Achse; die Achsen selbst haben die Längen /R und 


\/ 5 en j . Der Mittelpunkt ist um die Strecke 
w? (ae? — | 

epei—g 

one 


welche > oder </ 0 sein kann. vom Koordinatenanfang ent- 
fernt und liegt auf der z-Achse. Zeichnen wir daher wie 
früher die oz-Kurve in die rotierende Ebene ein, indem wir 
auf der z-Achse zu jedem Werte von z den zugehörigen von 
o als Ordinate auftragen, so erhalten wir die Figur 12. Für 
die rotierende Hyperbel haben wir die Polargleichung: 


es p ’ 
ecosy-+t1 


worin das obere Zeichen für den Zweig gilt, der den Koor- 
dinatenanfangspunkt umgiebt, das untere zum andern Zweige 
gehört. Aus der Natur der rotierenden Hyperbel geht, 
hervor, dass nur Werte von z in Betracht kommen können, 
z p n oder > sind. Daher sind 
diejenigen Teile der Hülfshyperbel, welche im Intervall z = 


IRRE i SE 
ae | liegen, für unser Problem von keiner Be 


welche entweder < 


deutung. Je nachdem nun für den Anfangszustand z,< an 
oder > —- n ist, wird sich die Bewegung auf dem oberen 


oder unteren Zweige abspielen. Betrachten wir den ersten 
dieser beiden Fälle, und sei >60, d.h. es sei die anfäng- 
liche Bewegung nach unten gerichtet, so müssen wir uns bei 
der Verfolgung der Bewegung auf der oz-Hyperbel zunächst 
im Sinne des ungefiederten Pfeiles bewegen. Das geht so 


fort, bis z SUR, IE n geworden ist. Hier müssen wir die 
Richtung auf der oz-Hyperbel umkehren und die Richtung 
des gefiederten Pfeiles einschlagen. o bleibt positiv, d.h. 
der materielle Punkt behält auf der rotierenden Hyperbel 
den Sinn seiner Bewegung bei, geht auf die negative Halb- 
ebene über und läuft hier ins Unendliche. Der absolute Be- 
trag der Meridiangeschwindigkeit o erhält sein Minimum für 

I Ror 8 

.9?(e?--1)' 
punkt der Hülfshyperbel stets oberhalb des Mittelpunktes der 
rotierenden Hyperbel liegt; denn es ist stets: 


Zu bemerken ist noch, dass der Mittel- 


ep 


epw® — g 
Bee 


wo? (e® —1) 
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folgen wir die Bewegung rückwärts, so sehen wir, dass der 
4 


i E e e 
im Grenzfalle für = wird 
[07} 


au 


Punkt auf der positiven Halbebene aus dem Unendlichen ge- 
kommen ist. 
Bewegt sich der Punkt auf dem unteren Hyperbel- 


zweige, d.h. ist 2, > —— und ist 0,0, so wachsen z 


1 ) 
und o beide gleichzeitig und werden gleichzeitig unendlich. 
Verfolgen wir den Verlauf rückwärts, so nimmt o mit z ab, 


bis = geworden ist. Hier passiert der materielle 


1 
Punkt den Scheitel. o bleibt immer >0; an der Geraden 


A —— müssen wir auf der oz-Hyperbel die Richtung 


umkehren. Von nun an wächst o stetig mit z, und beide 
gehen gleichzeitig ins Unendliche. 

In keinem der beiden eben behandelten Fälle wird also 
oc—=0, d.h. es giebt keinen Punkt auf der rotierenden 
Hyperbel, in welchem der materielle Punkt umkehrt. 

Für die Totalgeschwindigkeit v hatten wir allge- 
mein die Gleichung: 

g / 


e pP ED Bl “D3 a 
ER or 
wo die Konstante P den Wert hatte: 


2 
(eno®— 8) 

ee z 
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Denkt man sich diese Gleichung durch eine Kurve in 
der rotierenden Ebene dargestellt, indem jetzt die Ordinaten 
ihrer Grösse nach die Geschwindigkeit v darstellen, so @ so er- 


halten wir eine Hyperbel mit den Achsen y2P und 2 a 
et 


wenn P>0, und mit den Achsen V Naben var 


wenn P<<O ist. .Der Mittelpunkt dieser vz-Hyperbel liegt 
unterhalb des Mittelpunktes der oz-Hyperbel, da 


a 


g 
RS, 
SR 2 epw? — g 


ee er 


ist. 

Haben wir schon durch die bisherige Diskussion der Meridian- 
geschwindigkeit o und der totalen Geschwindigkeit v gesehen, 
dass wir es im Falle R>0 nicht mit einer periodischen 
Bewegung zu thun haben, so zeigt sich dies auch bei der 
Darstellung der Abhängiekeit zwischen z und der Zeit t, 
wenn wir nämlich die Differentialgleichung (5) in Bezug auf 
die Weierstrass’schen Bedingungen untersuchen. -Die erste 
dieser Bedingungen ist erfüllt; denn die rechte Seite der 
genannten Differentialgleichung a für zwei reelle 


Werte von z, nämlich für z= er und TE p re welches 
die Wurzelwerte des 2. Faktors im Zähler a Auch die 
zweite ran ist erfüllt; denn in dem (endlichen) Inter- 
FE EEE ER . . P 
valle Er Ti Fe] 
Be 2 le® 1), up8l* Ir lezrD)" 2? 
F, (2) I[iez Din 2ehe? az cher) 


wird der Ausdruck: 


nicht 0 oder ©. Anders steht es mit der dritten Weier- 
strass’schen Bedingung. Diese verlangt, dass derjenige Wert 
von z, welcher .zu einem bestimmten Werte von t gehört, 
innerhalb des Intervalls En Zn, lieet. Diese Be- 
dingung: ist nicht erfüllt, da kein einziger Wert von z inner- 
halb des un Intervalles liegen kann und von vorn- 


sein muss. Wir haben also 


herein zZ, < - a oder> 5 a 1 
keine periodische Bewegung. Daher gestaltet sich auch die 
Projektion der Bahn des Punktes auf die xy-Ebene einfach. 
Dargestellt wird diese Kurve durch die früher gefundene 
allgemeine Gleichung (10): 

4* 
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de\W® __1 9(g) 
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wo 9, 91, y aus (9) und (9a) zu bestimmen sind. In unserem 
Falle kann keine der drei genannten Grössen verschwinden; 


Ei hat also immer dasselbe Zeichen. Die Kurve kommt 
aus dem Unendlichen, nähert sich in Windungen dem Koor- 
dinatenanfang, geht durch denselben hindurch und läuft in 


stets wachsenden Windungen wieder ins Unendliche. 


B). R<O. 
In diesem Falle schreiben wir die Gleichung der 
oz-Hyperbel: 
epw® — g 
|. wo (e? — 1) 02 
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Die Hauptachse der Hyperbel hat die Länge V ven 
wo? (e? —1) 
die Nebenachse: Y— R; die Hauptachse liegt in der z-Achse. 
Ähnlich wie bei dem Falle der Ellipse haben wir hier wieder 
wesentlich verschiedene Lagen der Hülfshyperbel zu unter- 
scheiden. Diese Lagen hängen ab nicht nur von Anfangs- 
lage und -zustand des materiellen Punktes, sondern auch von 
den Konstanten e, p, des Problems. Von vorn herein 
ausgeschlossen ist der Fall, dass der obere Zweig: der Hülfs- 
hyperbel den unteren der rotierenden Hyperbel schneidet; 
denn wie wir wissen, liert der Mittelpunkt der ersteren stets 
oberhalb des Mittelpunktes der letzteren. Am einfachsten 
liegen demnach die Verhältnisse, wenn die Bewegung sich 
auf dem unteren Zweige der rotierenden Hyperbel abspielt, 
denn hierbei kommt nur der untere Zweig der Hülfshyperbel 
in Betracht. 


u 
1. Die Bewegung auf dem unteren Hyperbelzweig. 
DE 
Fee 
Betrachten wir hier zunächst den Fall, dass die Hülfs- 
hyperbel zu dem unteren Zweig der rotierenden Hyperbel so 


ist (Fig. 13), so sei 9 >0, d.h. die 


pP 
liegt, dass zu, < ger 


Bewegung anfänglich nach unten gerichtet. Man sieht sofort, 
dass mit dem stetigen Anwachsen von z auch ein unaufhör- 
liches Anwachsen der Meridiangeschwindiekeit o verbunden 
ist. Der materielle Punkt muss also auf dem Kurvenaste 
der positiven Halbebene ins Unendliche laufen. Ist dagegen 
%<-0, d. h. bewegt sich der Punkt anfänglich in entgegen- 
gesetzter Richtung, also nach oben hin, so nimmt zunächst 


mit z auch o ab. Ist = geworden, SO müssen wir 


auf der oz-Hyperbel die Richtung umkehren, und die Ordinate 
dieses Umkehrpunktes giebt die Geschwindigkeit o an, mit 
welcher der Scheitel S, bei der Bewegung passiert wird. 
Nun geht der Punkt auf die andre Halbebene über, und mit 
stetig wachsendem z wird auch der Betrag von o immer 
grösser und wächst schliesslich über alle Grenzen. Wir 
haben also keine periodische Bewegung. Der Punkt behält 
seinen anfänglichen Bewegungssinn auf dem Hyperbelzweig 
bei und geht je nach den Anfangsbedingungen direkt 
ins Unendliche „oder erst, nachdem er den Scheitel S, 
passiert hat. 

Dies zeigt sich auch wieder am Zeitintegral. Unter- 
suchen wir. die Differentialgleichung auf die drei Weierstrass- 
schen Bedingungen hin, so ist zunächst der erste Faktor des 
Zählers der rechten Seite, welcher mit o identisch ist, zwar 
für zwei Werte, z, und z,, von z gleich O0; aber in diesem 
Intervalle ist die dritte Bedingung nicht erfüllt, da z nach 
unsren Voraussetzungen nie im (endlichen) Intervall 2, ..... Za 

BAHR pP 
e-+1 e—1’ 


liegen kann; dasselbe gilt für die Strecke 


AN N. aa 


an deren Grenze der zweite, mit o2 identische Faktor des 
Zählers verschwindet. Demnach können wir keine periodische 
Bewegung haben. Die Projektion der Bahn auf die xy-Ebene 
zeigt eine Kurve derselben Form wie im vorigen Falle. Sie 
kommt aus dem Unendlichen, nähert sich in Windungen dem 
Koordinatenanfang, geht durch denselben und läuft wieder 
in stetig wachsenden Windungen ins Unendliche. 


Jetzt seien die Anfangsbedingungen derart, dass 2, > 
en (Fig. 14). Dann haben wir offenbar auf der Meridian- 


hyperbel einen Punkt z=z,, für den o—=0 wird, d.h. in 
welchem der materielle Punkt umkehrt. Letzterer steigt bis 
zu der Höhe z==z, mit stets abnehmender Meridian- und 
Totalgeschwindigkeit an, kehrt um und geht auf dem be- 
treffenden Kurvenast mit wachsendem o und v ins Unendliche. 
Eine periodische Bewegung haben wir also hier auch nicht, 
was sich in derselben Weise wie oben auch am Zeitintegral 
mit Hülfe der Weierstrass’schen Bedingungen zeigen lässt. 
Die Projektion der Bahn geht in diesem Falle nicht durch 
den Koordinatenanfangspunkt, sondern berührt von aussen 
den z,-Kreis und geht dann, ebenso wie sie aus dem Unend- 
lichen gekommen, wieder ins Unendliche in stets wachsenden 
Windungen. 

Es bleibt nun noch der Fall zu erörtern, wo sich die 
Hülfs- und die rotierende Hyperbel mit ihrem Scheitel be- 
rühren d.h., wo z, = ee 

e—1 
Stelle, an welcher der materielle Punkt auf der rotierenden 
. Hyperbel umkehrt auf deren Scheitel, und man sieht sofort, 
dass an der genannten Stelle ein labiles Gleichgewicht ein- 
treten muss. Denn mit o und o wird hier auch v=0, und 
die allein wirkende Schwerkraft hat die Richtung der Hyper- 
belnormale, sodass sich keine Tangentialkomponente ergiebt. 
Aber dieser Punkt wird, .ebenso wie bei den entsprechenden 
Fällen der Ellipse, überhaupt nicht nach endlicher Zeit er- 
reicht, sondern die Zeit, welche bis zu dieser Lage verstreicht 


ist. In diesem Falle rückt die 


SETS 


wird unendlich. Das ersieht man aus dem Zeitintegral; das- 
selbe kann man, da z, = ——_ ist, in der Form schreiben: 


Z 
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Wenn man jetzt die obere Grenze z sich dem Werte 5 


N) 


lässt, so wird der Integrand von der ersten Ordnung und 
infolge dessen das Integral selbst unendlich. Es sei hier 


2 = 1 ist; 
unter dieser Bedingung haben wir in Wirklichkeit labiles 
Gleichgewicht, weil die allein wirkende Schwerkraft senkrecht 
zur Hyperbelnormale wirkt. Dasselbe ist auch bei den früher 


behandelten Fällen dieser Art zu bemerken. 


noch der Fall erwähnt, dass von vorn herein zZ, = 


2. Die Bewegung auf dem oberen Hyperbelzweig. 


Zu 


e er 
Da sich hier Fälle ergeben, die ihrer Art nach völlig 
von einander verschieden sind, so wollen wir sie sogleich 
scharf unterscheiden. 
A). 02, <<; GE j 


In diesem Falle schneidet der untere Ast der Hülfs- 
hyperbel den oberen der rotierenden Pe und wir setzen 


liegt. (Fig.. 15). 


voraus, dass z, im Intervalle 2, . . Pc 1 
Ist 0,0, d.h. bewegt sich der materielle Punkt anfänglich 
auf der positiven Halbebene nach unten, so wächst z bis 
ei Die hierzu gehörige Ordinate der Hülfshyperbel 
giebt die Geschwindigkeit o an, mit welcher der Scheitel 
hier passiert wird. Der materielle Punkt tritt auf die negative 


se 


Halbebene über, indem wir auf der Hültshyperbel die Richtung 
umkehren müssen, und steigt dann bis zur Höhe z=z 
empor. Hier wird o= 0 und ändert das Zeichen, der Punkt 
kehrt auf der rotierenden Hyperbel um, bewegt sich abwärts, 


passiert den Scheitel z = mit der gleich grossen, aber 


BE IN 
e+1 
entgegengesetzt gerichteten Geschwindigkeit o wie vorher 
und erreicht auf der positiven Halbebene wieder die Höhe 
Z= 279. Hier kehrt er um und wiederholt seine pendelnde 
Bewegung. Die Diskussion der oz-Hyperbel liefert also eine 
periodische Bewegung. Dies zeigt sich beim Zeitintegral 


darin, dass für das Intervall z,.. wie man leicht 


Be 
e-41’ 
findet, die drei Weierstrass’schen Bedingungen erfüllt sind. 

Die Projektion der Bahn auf die xy-Ebene liefert eine 
ähnliche Kurve wie im 2. Fall des Abschnitt I. Sie bewegt 
sich ganz innerhalb des z,-Kreises, den sie unzählige Mal 
berührt, und geht zwischen je zweien dieser Berührungen 
durch den Koordinatenanfangspunkt. 


bean a (Fig. 14). 


Hier kann sich die Bewegung des Punktes nur oberhalb 
der Horizontalebene z=z, abspielen; die Veränderlichkeit 
von z ist auf das Intervall —&...z, beschränkt. Wenn 
also der materielle Punkt sich anfänglich auf der positiven 
Halbebene abwärts bewegt, so wird die Meridiangeschwindig- 
keit 0—0 für z=z,; hier kehrt der Punkt um, o wird<<O0. 
Während von nun an z ohne Ende abnimmt und sich dem 
Werte — &© nähert, wird auch o negativ unendlich gross, d.h. 
der Punkt läuft mit einer Geschwindigkeit, die dem Betrage 
nach stets wächst, auf dem Hyperbelzweig ins Unendliche. 
Von den drei Weierstrass’schen Bedingungen ist die dritte 
nicht erfüllt, woraus ebenfalls der unperiodische Charakter 
der Bewegung sich ergiebt. Was die Bahnprojektion betrifft, 
so liegt dieselbe ganz ausserhalb des z,-Kreises. Sie kommt 
aus dem Unendlichen, nähert sich. in Windungen dem ge- 


U 


de 
nannten Kreise, welchen sie von aussen berührt (= ver- 


du 
schwindet wegen 9 (e)=0= 0), und läuft wieder in un- 
zähligen Windungen ins Unendliche. 


Bl Zu an CRiO2- 13% 


Die Bewegung des Punktes ändert sich hier gegen den 
vorigen Fall derart, dass sie nieht mehr bloss auf der posi- 
tiven Halbebene stattfindet, sondern auf die negative über- 
geht. Der materielle Punkt bewegt sich = > 0 vorausgesetzt) 


abwärts, passiert den Scheitel z = .4 mit der durch die 
Hülfshyperbel angegebenen Geschwindigkeit o und geht auf 
der negativen Halbebene ins Unendliche. co ist dabei stets 
—>0 geblieben, d.h. der Punkt behält auf der rotierenden 
Hyperbel stets denselben Bewegungssinn. Über die Weier- 
strass’schen Bedingungen ist hier dasselbe zu sagen wie beim 
Falle b), und bei der Bahnprojektion tritt an Stelle der Be- 
rührung des z,-Kreises das Passieren des Koordinatenanfangs- 
punktes. 


DEZ p 


Dies ist der Grenzfall zwischen b) und e). Er ist durch 
folgendes charakterisiert: Bei by) bleibt der materielle Punkt 
auf der positiven Halbebene, bei ce) geht er von der positiven 
zur negativen über (immer o, 0 vorausgesetzt). Im vor- 
liegenden Falle d) wird er auf der Grenze der beiden Halb- 
ebenen, im Scheitel der rotierenden Hyperbel zur Ruhe 
kommen müssen. Hier wird nämlich 0=0, oe=0 und 
folglich v=0. Aber die Zeit wird unendlich, ehe der Punkt 
an die kritische Stelle gelangt; denn das Zeitintegral, dem 
in diesem Falle die Gestalt gegeben werden kann! 
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wird unendlich, wenn man die obere Grenze z Sich dem 

pP 
el 
stante endliche Rotationsgeschwindigkeit ® haben, so muss 
sich die Bahn in unendlich vielen Windungen dem kritischen 
Punkte nähern, ohne ihn je zu erreichen. Deshalb umgiebt 
auch die Projektion der Bahn auf die xy-Ebene, aus dem 
Unendlichen kommend, in unzähligen immer kleiner werden- 
den Windungen den Koordinatenanfang. 


Werte nähern lässt. Da wir andrerseits eine kon- 


Gy. RU: 

Wenn die Grösse R verschwindet, so ist dadurch eine 
derartige Beziehung zwischen den Anfangsdaten o,, @, pP, Zy 
gegeben, dass die Hülfshyperbel (0,2) in zwei gerade Linien 
ausartet, weche sich auf der z-Achse schneiden und den 
Gleichungen genügen: 

7) vor]! on 


el 


Man kann sagen, dass in diesem Falle die beiden Grössen 
z, und z, in eine, Z),, zusammenfallen, und es ist dann 
se Bag 
ANETTE 
we (e?—-]) 


1. Die Bewegung auf dem unteren Hyperbelzweig. 
ar 
kahl (Kıe.21H), 


Da der Punkt z=z,, nach früheren Bemerkungen stets 
oberhalb des Mittelpunktes M der rotierenden Hyperbel liegen 
muss, so ergiebt sich für die Bewegung des Punktes auf dem 
unteren Hyperbelzweige nichts prinzipiell Neues. Ist 9 >0, 
so bewegt sich der materielle Punkt abwärts, und mit 
wachsendem z wird auch o ohne Ende grösser, der Punkt 


er 


geht ins Unendliche. Verfolgt man die Bewegung rückwärts, 
so erkennt man: Der Punkt ist auf der negativen Halbebene 
aus dem Unendlichen gekommen und hat den Scheitel z = 
—— passiert mit einer der Ordinate der Hülfskurve ent- 
sprechenden Geschwindigkeit o und ist dabei auf die positive 
Halbebene übergetreten. Die Bewegung findet stets im 
selben Sinne auf der rotierenden Kurve statt, da o sein 
Zeichen nicht ändert. 


2. Die Bewegung auf dem oberen Hyperbelzweig. 


Hier liegen die Verhältnisse wesentlich anders; wir 
unterscheiden zwei Fälle. 


N (Fig. 16). 


an 1 

o wird auf dem oberen Hyperbelzweig nie 0, woraus 
folgt, dass der Bewegungssinn sich während der Bewegung 
nicht ändert. Nehmen wir wieder 0, >00 an, so bewegt sich 


der Punkt abwärts, passiert den Scheitel z = mit der 


p 
e—-1 
durch die Hülfskurve angegebenen Geschwindigkeit, wobei 
auf der letzteren der Fortschreitungssinn geändert werden 
muss, und tritt auf die negative Halbebene über, wo er mit 
stets wachsender Meridian- und Totalgeschwindigkeit auf dem 
Hyperbelaste ins Unendliche geht. Die Bahnprojektion zeigt 
denselben Charakter Bi im vorigen Falle. 


b). ZU Ber (Fig. 17). 
In diesem Falle müssen wir zwei Ag: 


unterscheiden, je nachdem z, zwischen z,, und liegt 


PET 1 
oder < zZ), ist. Nehmen wir den letztgenannten Fall zuerst, 
und sei also Zu < Z, 9, So erfolgt, o, > 0 angenommen, die 
Bewegung anfänglich nach den wachsenden z hin, also ab- 
wärts, während z sich dem Werte z,, nähert. An dieser 
Stelle ist aber insofern ein kritischer Punkt, als die Hülfs- 


kurve, hier die beiden Geraden, einen Doppelpunkt hat, also 
das weitere Verhalten der Grösse o unbestimmt wird. Diese 
Unbestimmtheit löst sich, wenn wir das Zeitintegral an dieser 
Stelle untersuchen. Dasselbe lautet nämlich für unsern Fall: 


PA 
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Nähert sich z dem Werte 2,5, so wird der Integrand 
von der ersten Ordnung, also das Integral selbst unendlich. 
Das heisst mit andern Worten: z erreicht den Wert 2,» 
überhaupt nicht, sondern nähert sich ihm nur in unendlichem 
Progress. Rückwärts verfolgt, geht die Bahn direkt ins Un- 
endliche. Die Projektion der Bahn auf die xy-Ebene zeigt 
hier ein gänzlich neues Bild. Die Kurve kommt aus dem 
Unendlichen und nähert sich in unzähligen Windungen dem 
Zıo-Kreise, ohne ihn je zu berühren; diese asymptotische 
Berührung geschieht von aussen, sodass die Kurve ganz 
ausserhalb des z, „-Kreises liegt. | 


20 


Nehmen wir zweitens an! 4, << — go it dee 


e+1’ 


Veränderlichkeit von z auf das Intervall z,5.. e- 


gt 
schränkt. Bewegt sich unser Punkt anfänglich nach unten, 


so passiert er den Scheitel z= a, und steigt auf der 
negativen Halbebene empor, indem sich z dem Werte 2,5 
nähert. Hier ist ebenso, wie im vorigen Falle, und aus den- 
selben Gründen ein kritischer Punkt; o wird 0, und sein 
weiteres Verhalten erscheint unbestimmt. Aufklärung darüber 
verschafft das Zeitintegral, welches für z=z,, über alle 
Grenzen wächst. Verfolgt man die Bewegung noch von 29 
an rückwärts, so wird die Zeit negativ unendlich, ehe man 
die Höhe z=z, , erreicht. Die Bahnprojektion ist demnach 
dadurch charakterisiert, dass sie erstens gänzlich innerhalb 
des Z)9-Kreises verläuft, ferner sich diesem Kreise zweimal 


ER OEE 


asymptotisch nähert und einmal durch den Koordinaten- 
anfang geht. | 
Aus den beiden behandelten Fällen folgt, dass die Lage 
ZZ, eine indifferente ist. Wenn sich der imaterielle 
Punkt von vornherein in der Höhe zu, = 2,5 befindet, so 
haben wir den Grenzfall der beiden vorigen Fälle, und es 
lässt sich direkt zeigen, dass z den konstanten Wert z, bei- 
behält. Betrachten wir nämlich das Zeitintegral, indem wir 
es erstrecken von 2,5 DIS Zjg + €, Wo & eine beliebige posi- 
tive oder negative reelle Grösse ist, so haben wir: 
zu, +8 


1 — ey Eee tern? 
Blei 11 zZ) ke 1 ) an 1) 
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und dieses Integral ist dem absoluten Betrage nach stets 
grösser als irgend eine endliche Grösse, wie auch & beschaffen 
sein mag. Dies gilt auch noch, wenn wir e ohne Ende sich 
der O nähern lassen; d. h. mit andern Worten: Ehe sich z 
um einen noch so kleinen Betrag ändert, verstreicht eine 
unendlich grosse Zeit, oder es ist z=const. Wir haben 
also das einfache konische Pendel. 
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Abschnitt IM. 
Die rotierende Kurve ist eine Parabel. 
sine. 
| cosy—1 
A). Die rotierende Parabel ist nach oben geöffnet. 

Die Parabel ist in diesem Falle in der der Erdbe- 
schleunigung entgegengesetzten Richtung geöffnet. 

Bei der Parabel, e—=1, können wir nicht, wie bei 
Ellipse und Hyperbel von der Gleichung (6) ausgehen; denn 
bei dieser war bereits e= 1 vorausgesetzt. Wir müssen 
vielmehr anknüpfen an die allgemeinere Gleichung: 


Cab, IN= 


le 


o?-+ 220? (1— e?) +27 (epo® — 2)—= c + w2p?, 
welche für e=1 die Form annimmt: 


(16) o2-+-2z(pe®®—g)—=R,. 
Dabei ist R, eine konstante Grösse und einerseits identisch 
mit € + »”p?2, andrerseits kann man sie aus dem Anfangs- 
zustand bestimmen, wodurch man erhält: 

RL =0? +22, (pw? —g). 
Die Gleichung (16) giebt uns die Beziehung, welche während 
der Bewegung zwischen der Meridiangeschwindigkeit e und z 
besteht. Diese Beziehung discutieren wir, indem wir nach 
dem Prinzip der Henneberg’schen Methode z und o als Koor- 
dinaten in ein rechtwinkliges Achsenkreuz eintragen. Die 
dadurch entstehende Kurve ist eine Parabel; man erhält die 
gewöhnliche Form der Parabelgleichung, wenn man (16) in 
der Gestalt schreibt: 


R 
02 —2(£2 — pw?) |- -| 5 ei | ’ 

Der Parameter dieser Parabel hat eine Grösse, welche durch 
den absoluten Betrag des Ausdrucks & — pw? angegeben 
wird; je nachdem derselbe > oder <_ 0 ist, ist die Hülfs- 
parabel nach unten oder nach oben geöffnet. Ihr Scheitel 

R 
2 (ge —-pe®’) 
entfernt, welche negativ oder positiv sein kann. Um die 
Verhältnisse schneller übersehen zu können, zeichnen wir die 
o z-Parabel in die rotierende Ebene ein, indem wir auf der 
z-Achse in jedem Punkte die. zu dem betreffenden z gehörige 
Meridiangeschwindigkeit o als Ordinate auftragen. Nach der 
Beschaffenheit von £ -- po? unterscheiden wir 3 Fälle. 


liegt vom Koordinatenanfangspunkt um die Strecke — 


1. Fall! ge — po? >O. 
In diesem Falle ist die Hülfsparabel nach unten ge- 
öffnet (Fig. 18). Es liegt in der Natur des Problems und 
geht aus der Gleichung der rotierenden Parabel hervor, dass 


BT oa 


bei der betrachteten Bewegung z stets < 5 sein muss. Da- 


her muss natürlich in unserem Falle der Scheitel der Hülfs- 
parabel oberhalb des Scheitels der rotierenden Parabel liegen, 
was durch die Grösse von R, und g— po” bedingt ist. 
Bewegt sich demnach unser materieller Punkt aus seiner 
Anfangslage nach unten (o, >00), so wächst mit z auch die 
positive Meridiangeschwindigkeit o, bis der Scheitel der 


rotierenden Parabel für z= 1 erreicht wird. Während man 


2 
bis dahin bei der Verfolgung der Bewegung auf der Hülfs- 
parabel im Sinne des ungefiederten Pfeiles entlang gesangen 
ist, muss man hier die Richtung umkehren; denn von nun an 
muss z wieder abnehmen und der materielle Punkt, da eine 
Stosswirkung ausgeschlossen ist, auf die negative Halbebene 
übertreten und in die Höhe steigen. Hierbei nimmt 'o be- 
ständig ab und wird schliesslich Null, wenn z sein Minimum, 
2 (g— po?) 

die Bewegungsrichtung auf der Meridiankurve wird in die 
entgegengesetzte verwandelt. Während jetzt z wieder zu- 
nimmt, wächst der absolute Betrag von o, bis der materielle 
Punkt wieder den Parabelscheitel erreicht hat. Indem von 
nun an z abnimmt und wir auf der Hülfsparabel die Fort- 
schreitungsrichtung umgekehrt haben, steigt der Punkt auf 
der positiven Halbebene in die Höhe, bis z=z, geworden 
ist. Hier haben wir wieder einen Umkehrpunkt, und die 
pendelnde Bewegung beginnt von Neuem. 

Was die Beziehung zwischen der Totalgeschwindigkeit 
v und der Grösse z angeht, so hatten wir früher allgemein 
die Gleichung: 


v? A 3 yeR C 9 
te de) + 22(epa®— En N 
In unserm Falle lautet dieselbe, da e=1 zu setzen ist: 


v2 S 
(17) eoas | r,, 


Z,, erreicht hat. Dann wird o<Z0, d.h. 


oe 


wo sich P, 2 + 0° p? aus dem Anfangszustand ergiebt 
und demnach den Wert hat: 
wa 
ec S + 2% dor). 


Schreiben wir die Gleichung (17) in der Form: 


= 2 / c 2 Pr | 
V = 28 2po3 |z- oe 


so sieht man, dass dies ebenfalls eine Parabel darstellt, wenn 
v und z als Koordinaten in ein rechtwinkliges Achsenkreuz 
eingetragen werden. Diese Parabel giebt also ein Bild von 
der Abhängigkeit zwischen v und z. 

Behandlung der Zeitgleichung. Die allgemeine 
Zeitgleichung (7) geht für e=1 über in: 


dz ea ee p?— 2pz) 
Bere 3 2p2 —2pz eh 

Der erste Faktor des Zählers auf der rechten Seite ist 
identisch mit dem Quadrat der Meridiangeschwindiekeit o. 
Deshalb wird unter Berücksichtigung von (16): 


dz nn 22@ - po) + R)P?— 2pz) 
ee IS 2pP —2pz 

Diese Gleichung transformieren wir, indem wir die Grösse o 
einführen d. h. die Entfernung des betr. Punktes der rotieren- 
den Parabel von der Rotationsachse. Es besteht zunächst 
die Gleichung: 


denn das ist nichts andres als die Gleichung der rotierenden 
Parabel in der rotierenden Ebene, bezogen auf ein recht- 
winkliges Koordinatenkreuz, dessen Anfangspunkt im Brenn- 
punkt liegt, und dessen Abseissenachse mit der z-Achse 
identisch ist. Ferner ergiebt sich: 


BEN TRERE: 


Setzt man dies ein, so ER 


Bao sr Da ee, Yyas )+-R, |e® 
p? rar den 
Per 02 
und wenn man zur Abkürzung: 
R,.p 
Beer Dee 
Aa Re ae: 


setzt‘ 
’ (6 ee o? 
Me in RE Bee 
P—p(g u ) Ep 
und durch Integration 


4 
(18) + | de /ed+® 
Fr mie —vo? Va 
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Dieses Integral, welches offenbar ein elliptisches ist, 
gilt allgemein, wenn die rotierende Kurve eine Parabel ist, 
den Fall & — pw? —0 ausgeschlossen. Dabei muss o immer 
so beschaffen sein, dass das Produkt (g — po?) (© — 02) >0O 
ist. Da wir nun im vorliegenden Falle E —pw»?>0 ange- 
nommen hatten, so muss nicht nur © stets >60, sondern auch 
C—g?>0, also |e|<y € sein. Man setze daher: 

o=yCeosv 
de=—yCsinydw 


Vet = FOyI gen 
ye=e—=yCsinv. 
Ü 
ir = Ina eg 
Bezeichnet man den positiven echten Bruch LG mit k®, so 
wird, wenn %, zum Werte o, gehört: 
: w 


w@—- pP )t=FyP+ a fu dy 
Yo 


=FyW® Holen rw], 
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er 
oder indem man mit Jacobi statt w das elliptische Integral 


v | 
erster Gattung 1 Zi als Veränderliche einführt und 
0 


Eredt=-FYP FOlEW- EM) | 
Bezeichnet man endlich noch: 


+yP +C Ewm)=yp(g— po) to, 
so erhält man: 


(19) vye@-r9t—t)=FyP+C Em) 
Diese Gleichung wollen wir diskutieren. 


Das obere Zeichen ist dann zu nehmen, wenn 


A 
dt: 
anfänglich —>0, also die Bewegung abwärts gerichtet ist. 
In diesem Falle haben wir demnach die Gleichungen zu 
betrachten: | 


v@—-pod)(t—wW)=—yp?+C Ew), 


WET) tim Lech, 

Da die Zeit fortwährend wächst, muss E (u) wegen des 
Minuszeichens auf der rechten Seite fortwährend abnehmen. 
E (u), welches bekanntlich eine eindeutige Funktion des 
Argumentes ist, nimmt nur ab, wenn u selbst abnimmt; es 
wird positiv unendlich, wenn u=-+ » wird, und negativ - 
unendlich, wenn u— - © wird. Demnach muss in unserem 
Falle u mit wachsendem t fortwährend abnehmen. Für t=0 
hat u den Wert u,; nehmen wir um einen konkreten Fall zu 
haben, an, es liege u, zwischen OÖ und —K, so ist mit 
auch E (u,) und folglich auch t, negativ. Nimmt jetzt t zu, 
so erreicht u, immer kleiner werdend, den Wert —K, während 
E (u) den Wert — & annimmt. Nun besteht zwischen o und 
u die Beziehung: 


as N ke 


ON OCHL, 
da cosv=cnu zu Setzen ist, und man sieht, dass für 
u=—K, o=0 wird. Mit andern Worten: Für u=—K 


ist der materielle Punkt im Scheitel des bei der Rotation 
entstehenden Paraboloids angelangt. Während u weiter ab- 
nimmt, wird enu<<(O, also auch o<<O, d.h. der Punkt geht 


auf die negative Halbebene über. Ist u=—2K geworden, 
so ist enW)=—1, also e=—yC. Zugleich sieht man, 
dass an dieser Stelle nn ‚ also auch 2 = 0), 11St, Sralso 
der materielle Punkt vom Steigen zum Fallen übergeht. Da 
E(-2K)=-—-28 ist, so wird in dieser Lage: 

wer )t—W)=ypP+C 28. 
u nimmt nun weiter ab und wird = — 3K; hier ist 


en (u)—=0, also ist e—=0, der Punkt geht durch den Scheitel 
des Rotationsparaboloids, u. s. w. Denken wir uns die Bahn 
rückwärts fortgesetzt, so wird t negativ und erreicht den 
Wert t„, wenn u=0 geworden ist; denn E (u) verschwindet 


nur für u=0. Hier hat zugleich oe sein Maximum, /C, 
erreicht. Wird dann u positiv. und =--K, so ist die Bahn 
an der tiefsten Stelle angelangt, denn o ist =0 geworden, 
u.s.f. Allgemein können wir sagen: Der materielle Punkt 
hat auf der rotierenden Parabel eine pendelnde Bewegung, 
welche ihrer Ausdehnung nach dadurch bestimmt ist, dass o 
sich zwischen den Grenzwerten — y O und-+y C bewegt; 
y © ist das Maximum der absoluten Länge von e. Dies 
stimmt mit den Resultaten, welche wir durch die Diskussion 
der oz-Parabel erhalten hatten, völlig überein. Denn auch 
dort hatten wir gefunden, dass die Bewegung eine pendel- 


artige ist, und im höchsten Punkte war z = — ET LELUEN & 
2 (g— pw?) 
woraus mit Hülfe der Beziehungen: 
R,p 
2 pa pzrund OS pre ze nee 
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sofort folgt: e=+yC. 
5* 
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Der Punkt braucht zum Aufsteigen und zum Absteigen 


die gleiche Zeit, nämlich: VE. &. Ferner, von 
pP —p®‘) 

einem Höhepunkt, für welchen |e|=y € ist, bis zum tief- 

sten Punkte, für den e—=0 ist, oder umgekehrt, ändert sich 

u stets um die Grösse K; jedesmal, wenn u um 2K ge- 

wachsen ist, beginnt eine neue Periode. (Fig. 19). 


Nehmen wir jetzt das untere Zeichen, so heisst das, 
die Bewegung ist anfänglich nach oben gerichtet, und wir 
haben die Gleichung zu betrachten: 


vP(g—- Po) t—t)=ypP+CEW) 
WE-r)th =—ym+Ü6ERM). 


Hier müssen t und u gleichzeitig wachsen, und, wenn wir 
annehmen, dass u, zwischen 0 und +K liegt, so findet man 


leicht folgendes: Auch hier bewegt sich e zwischen — YC, 


und + yC, wodurch eine pendelartige Bewegung des Punktes 
auf der rotierenden Parabel bestimmt ist. Die Zeit des Aul- 
steigens und des Absteigens ist dieselbe und hat die Grösse 


Vv Pr e .&. An den höchsten Punkten der Bahn 
p (g — pw?) | 
hat u die Werte K,3K,5K.. ., während im Scheitel des 
Rotationsparaboloids u=0,2K,4K.. . wird. 


Übrigens sind diese Resultate denen ähnlich, wie man 
sie bei der freien Bewegung eines schweren Punktes auf 
einem nach oben geöffneten Rotationsparaboloid mit verti- 
kaler Achse erhält. Ebenso wie dort, lässt sich auch hier 
leicht folgendes nachweisen: Wenn man die Bahn durch 
eine Horizontalebene schneidet und betrachtet zwei auf ein- 
ander folgende der dabei entstehenden Schnittpunkte, so 
bilden die Bahntangenten in diesen beiden Punkten mit der 
rotierenden Meridianebene gleiche Winkel nach entgegenge- 
setzten Seiten. Dass die Gesehwindigkeit v in diesen beiden 
Punkten dieselbe ist, folgt direkt schon aus der früher er- 
wähnten vz-Parabel. | 


Amen, 1.7 


Was endlich die Projektion der Bahn auf die xy-Ebene 
betrifft, so erhält man eine Darstellung derselben aus der 
Zeitgleichung, wenn man $=ot und =owt, einführt. 
Man erhält so: 


1 ta w? a 
yes Ne 1 D2 2088 (m) 


oh) Ocnu, 
Dies ist eine Darstellung der Kurve mit Hülfe des Parameters 
u. Denkt man sich um den Koordinatenanfangspunkt einen 
Kreis mit dem Radius y © beschrieben, so bewegt sich die 
Bahnprojektion ganz innerhalb desselben und berührt ihn 
unendlich oft, indem sie zwischen zwei Berührungen immer 
den Koordinatenanfang passiert. 


2. Fall: g — p«?<O. 
Die Beziehung zwischen o und z war dargestellt durch 
die Gleichung: 
= 
ee 2 = 1 \ 
GAZ—2AE 2] Deere 


Im vorliegenden Falle ist die durch diese Gleichung bestimmte 
Parabel nach der negativen Richtung der z-Achse hin, also 
nach oben geöffnet, und wir schreiben die obige Gleichung: 


R 
0— — 2 (up — Den - I 
("pP — 8) an) 
ru Fe A u ER a » J 
Je nachdem Soers) = ,0der. 5 ist, liegt der Scheitel 


der Hülfsparabel unterhalb oder oberhalb des Scheitels der 
rotierenden Parabel. 
R, ®, 
2) op)” 
o hat hier stets einen endlichen, von OÖ verschiedenen Wert, 
ändert also sein Zeichen nicht. Man findet daher leicht, 
dass der materielle Punkt, mit unendlicher Geschwindigkeit 
aus dem Unendlichen kommend, die ganze Parabel durchläuft 
und wieder ins Unendliche geht, Die Meridian- und die 


: (Fig. 20). 


Ne 


Totalgeschwindigkeit haben ihr Minimum im Scheitel der 
rotierenden Parabel; geht der Punkt ins Unendliche so 
wachsen beide über alle Grenzen. 

Dieselben Resultate erhält man aus der Zeitgleichung 
(18). Diese schreiben wir hier in der Form: 
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2 
vP @p—gt= Br van 
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wenn: 
SR: R, p RR EI 
a 
N ; R; 
gesetzt wird. Nun ist nach unsrer Annahme > p, 
also > und daher 0, >0O. Demnach kann o 


alle möglichen reellen, positiven und negativen Werte an- 
nehmen. Sei zunächst C, > p%, dann setzen wir: 


d 
e=ptgy, de= on 
BETEN pP 
2 a. 
VE T n 
Tr ....nQ Ben 
ve+G= cos vi siniy 
2 
Bezeichnet man noch den positiven echten Bruch m C P 
1 


mit k2, so wird: 


aD dw 
Y% 


Wie man sieht erhält man einen speziellen Fall des Legen- 
dre’schen Integrals 3. Gattung, nämlich für n—=—.1, und 
wir haben: 


wer—-gdt=+ Tan] 


ee 


Für 77 (w, — 1) besteht nun die leicht zu verifizierende Be- 
ziehung: | | | 

h 1 — 1 snvAvw 
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(1) I Ey) er Tg 
wo F(w) das elliptische Integral der ersten Gattung, E (vW) 
das Legendre’sche der 2. Gattung bedeutet. Führt man 
statt W das Integral F(w)=u als Veränderliche ein, und 
entsprechen sich dabei W, und ug, So hat man, wenn man 
2 Bu a 
die Beziehung av .K? berücksichtigt: 
VYı 


v@r—gt=+yG|- E(u) +k?u-+ 


snudnu 
enu 
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Wir setzen: 


FVG ER) + RW + 
- und erhalten: 
Wordt) +Y/G|Rru+ 


Hierzu kommt noch die Gleichung: 
sn u 
cn u 
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Die Zeit durchläuft, stetig wachsend, das Intervall 
—%...-+%; um dasselbe auf der rechten Seite der obigen 
Zeitgleichung zu erreichen, müssen wir, im Falle des oberen 
Zeichens, u variieren lassen von —K bis + K, oder von 3K 
bis 5K u.s. w.,, allgemein von (dn — 1)K bis An + I)K, 
oder aber von 5K bis K, von 7K bis 5K u. s. w., allgemein 
von (4n—+35)K bis (An -+1)K. Im Falle des unteren 
Zeichens sind dieselben Intervalle im entgegengesetzten Sinne 
zu nehmen. Andererseits sieht man, dass auch o stets, 
während u eines der genannten Intervalle zurücklegt, von 
— © zu 4%, bezw. umgekehrt, übergeht. Demnach haben 
wir das Resultat: Verfolgt man die Bewegung von t= — & 


’ 
’ 


SR u ee 


an, so kommt der Punkt auf dem einen Aste der Parabel 
aus dem Unendlichen, passiert den Scheitel und verschwindet 
auf dem andern Aste ins Unendliche. Zu bemerken ist, dass 
für u=0, t=t, und e=0 ist, dass sich also der Punkt 
im Parabelscheitel befindet. Übrigens hat der Winkel vw = 
amu eine sehr einfache geometrische Bedeutung. Der Leit- 
strahl r vom Brennpunkt der rotierenden Parabel nach einem 
Punkte derselben und die senkrechte Entfernung o des 
letzteren von der Achse stehen in der Beziehung e=[rsing, 
wo 9 wie früher der Winkel zwischen r und z ist. Andrer- 


3ER. p BEN 
seits wissen wir, dass TEEN ET TE on ist; also folgt: 
p 
Dit 
EP 


Der Winkel v—= am u ist demnach identisch mit 5 

Bei den letzten Betrachtungen war C, > p? angenommen. 
Sei jetzt pP? >C,, so haben wir das Zeitintegral durch die 
Substitution: 


e—= yCıtgy 
auf die Normalform zu führen. Man erhält hier ähnlich wie 
oben, nach den nötigen Rechnungen, die Gleichungen: 


snudnu | 
ecnu 


vp (@®p—g)(t—t)— Hp |- EW+u+ 


vP(®p—g) b =HFP E E(u) +W+ un. 
Dabei ist: 


Yo 
16 u ee "oa 
Nr sin? ylk sin? p? 


Er Resultate der vorigen Disknsshh lassen sich wörtlich 
hierher übertragen; es handelt sich um keine prinzipiell 
anders geartete Bewegung, die Parabel wird von dem 
materiellen Punkte ganz durchlaufen. 


> 


R, p 5 
a ug) R Dr (Fig. 21.) 

Hier liegt der Scheitel der Hülfsparabel oberhalb des- 
jenigen der rotierenden Parabel. Es ist daher die Möglich- 
keit gegeben, dass die Meridiangeschwindigkeit o im Verlaufe 
der Bewegung verschwindet, also der Punkt auf der rotieren- 
den Parabel umkehrt. Dass z und demnach auch z, stets 


EL aM sein muss, ist selbstverständlich, da sonst o 
2 (0”p — 8) 
imaginär würde. Ist 9,0, so geht die Bewegung aus der 
a R 
Anfangslage abwärts; ist ee Zı geworden, SO 


ist o©—=0 und wird negativ, d.h. die Bewegungrichtung des 
Punktes ändert sich, er geht vom Absteigen zum Aufsteigen 
über, und mit stets wachsendem o läuft er sodann ins Un- 
endliche. Ebenso kommt er aus dem Unendlichen, wenn man 
seine Bewegung von der Anfangslage rückwärts verfolgt. 

Um diese Ergebnisse aus dem Zeitintegral abzuleiten, 
schreiben wir dasselbe in der Form: 


& 
v@p—g)t=+ java, 


7) 
die Grösse C ist gegeben durch die Gleichung: 


Rı p 
OS 1 T EDGE ui STE 
0=p az 


und da nach unserer Annahme nz <-p ist, so erkennt 


man, dass Ü>0O sein muss. Der Integrand ist nur reell, 


wenn e?>C ist; um daher das Integral auf die Normalform 
zu führen, setzen wir: 


N 
ve Be 
ve+p®=yC+P® — 


cos u 


2 
Setzt man noch den positiven echten Bruch Pe SE 


wird: 


cos? u 


| 2 
ee 0 UV 
Vento | — 
Yo 


Es ergiebt sich, ähnlich wie im zuletzt behandelten Falle: 


vp (0?p—g) (t—t,) Se Er vp? - el E (u) a u a a 
ZEN SPRIT) d 
vo aeryDet |- Ba) Fu “|. 


Dabei ist: 


Y 
en N E77 u ee 
A(yı k)’ 4 (w, KK) pP? 2 


Dazu kommt noch die Gleichung: 


Sa 

le 
Wenn die Zeit von — » bis +» geht, und man wählt 
in der Zeitgleichung das obere Zeichen, so muss, wie man 
leicht findet, u das Intervall von — K bis + K oder von 
3Kbis5K..., allgemein von (An —1) K bis An-+1)K 
oder aber von 8K bis K, 7”K bis BK.. ., allgemein: von 
(4n—3)K bis (An 1)K zurücklegen; nimmt man dagegen 
das untere Zeichen, so muss u eins der genannten Intervalle 
im entgegengesetzten Sinne durchlaufen. o bleibt dabei stets 
positiv; es nimmt von + ab bis zum Werte y C, welcher 
sein Minimum bezeichnet, und wächst dann wieder ins Un- 
endliche. Für u=0ist e=yC. Die Projektion der Bahn 
auf die xy-Ebene zeigt denselben Charakter wie bei der 


ELSE 


Hyperbel im Falle B). 2. b). Ihre Gleichungen folgen in der 
bekannten Weise aus denen für t und o. 
R, cr 
% Zap 2 

Dies ist der Grenzfall zwischen a) und b); der Scheitel 
der Hülfsparabel fällt mit dem der rotierenden zusammen. 
Der im Falle b) auftretende Umkehrpunkt rückt daher in 
den Scheitel z = u Hier wird demnach nicht nur o 
sondern auch e=0, woraus folgt, dass auch die Totalge- 
schwindigkeit v des materiellen Punktes verschwindet; ferner 
steht die allein noch wirkende Schwerebeschleunigung senk- 
recht auf der Parabel. Wir haben also ein labiles Gleich- 
gewicht, und der Punkt kann, wenn er einmal diese Lage 
inne hat, dieselbe nicht verlassen; die Bewegung muss, wenn 
der Punkt aus dem Unendlichen gekommen ist, im Punkte 


=; enden. Dabei wird aber die Zeit unendlich, wie man 


aus dem Zeitintegral sieht. Man findet zunächst sowohl 
durch Grenzübergang, als auch aus den betreffenden Förmeln, 
dass in diesem Falle C=0 ist; deshalb wird: 


RS 
ee d ed 
w@r—gt=+t Te Ge en: 
9 


Dieses elementar ausführbare Integral wird nach einem schon 
wiederholt benutzten Satze ©, wenn oe sich der Grenze O0 
nähert. Der Punkt z= 5 wird also bei der Bewegung über- 
haupt nicht erreicht, sondern er ist nur die Grenzlage, welcher 
der materielle Punkt zustrebt. Wenn aber von vornherein 


Zy =5 ist und 9 =0, so ist klar, dass der Punkt sich 


überhaupt nicht bewegt, sondern im labilen Gleichgewicht 
verharrt. 

Als Projektion der Bahn auf die xy-Ebene ergiebt sich 
nach diesen Bemerkungen eine Kurve, welche aus dem Un- 


N 


endlichen kommend, in unzählieen, immer kleiner werdenden 
Windungen sich dem Koordinatenanfangspunkt nähert, ohne 
ihn je zu erreichen. 


3. Ealae - pe 07 
Die oz-Parabel artet hier aus in zwei zur Z- Achse 
parallele Gerade; wir erhalten die Gleichung: 
Era N 0; 
o bleibt während der ganzen Bewegung hFonstant = o,. Der 
materielle Punkt durchläuft also im allgemeinen mit kon- 
stanter Meridiangeschwindigkeit die ganze Parabel in gleichem 
Sinne. Um die Zeitgleichung zu erhalten, gehen wir auf 
die früher abgeleitete Gleichung zurück: 


p” RT 0? 5) 

„ Ge +R.]| 

Be te 
In unserem Falle wird diese: 

o°,(pe 0) Dune 
Hier ist besonders der Fall beachtenswert, in welchem 
R, E 7) Er 0 

ist. Es muss dann während der ganzen Bewegung 0 =(, 
also z konstant sein: wir haben das einfache konische Pendel. 
Im übrigen ergiebt sich: 


Q 

Rt [dee tn 
woraus sofort zu ersehen ist, das t nur unendlich wird, wenn 
zugleich oe über allen Grenzen ‚wächst. 


B). Die rotierende Parabel ist nach unten offen. 


Die Verhältnisse dieses Falles leitet man am einfachsten 
aus denen bei A) dadurch ab, dass man — g durch —g er- 
setzt, eine Operation, durch welche nur bewirkt wird, dass 
die Lage der rotierenden Parabel zur Richtung der Erdbe- 


ER Set 


schleunigung die entgegengesetzte, also die Richtung der 
positiven z-Achse umgedreht wird. Die Gleichung zwischen 
o und z erhält die Form: 


R, 
®—=--2(g-+pw?) [2 en 


Diese Gleichung stimmt mit der entsprechenden des zweiten 
Falles unter A) überein bis auf die Grösse (g-+-pw?), 
welche an Stelle von (wp—.g) getreten ist. Prinzipiell ge- 
stalten sich daher die Verhältnisse ganz ebenso, nur geht 
die positive z-Achse nach oben, und die rotierende sowohl 
wie die oz-Parabel sind nach unten geöffnet. Deshalb mögen 
hier nur ganz kurz mit den nötigen Änderungen die Resultate 
rekapituliert werden. 
a). ; .d 5 
28 -Pp eo”) 
Der Punkt kommt auf der positiven Halbebene aus dem 


Unendlichen, passiert den Scheitel 1, 


andern Seite ins Unendliche. Die zu jedem Punkte gehörige 

Meridiangeschwindigkeit wird durch die oz-Parabel angegeben. 
R, P m: i 

b). CHE De 7 (Fig. 23). 

Die Bewegung findet hier nur auf einer Halbebene 
statt. Der Punkt kommt aus dem Unendlichen, steigt empor 
bis zum Punkte z=2z,, wo o sein Minimum erreicht und 
o—() wird, kehrt hier um und läuft wieder ins Unendliche ; 
o hat dabei sein Zeichen gewechselt. 


tt \ 
%> 5 (Fig. 22): 


und geht auf der 


Diejenigen Fälle, in denen die rotierenden Kegelschnitte 
in gerade Linien ausarten, habe ich zu behandeln unterlassen. 
Die dazu nötigen Untersuchungen bieten nach dem Voran- 
gegangenen absolut keine Schwierigkeiten, und die Art der 
Bewegung des Punktes kann in jedem Falle mit den ange- 
gebenen Mitteln leicht veranschaulicht werden. 


ANA 


Der in der vorstehenden Abhandlung eingeschlagene 
Weg zur Untersuchung der Bewegung eines schweren Punktes 
ist von alleemeinerer Anwendbarkeit. Die Methode beschränkt 
sich nämlich nicht nur auf den Fall, dass der schwere Punkt 
auf einem rotierenden Kegelschnitt gleitet, sondern führt 
auch zum Ziele, wenn die rotierende Kurve allgemein in der 
Form e—=g(z) gegeben ist. Es ist dann nämlich: 

SE ARENET a 


Kinn J & 
und unter Berücksichtigung der Beziehung s A: erhält 


man: 
. Ben dp . | 
X: - y2-t 22 — IS + 112? +92 (z). o. 
Bezeichnet man zur Abkürzung: 
dyN\? 
F)+ı=tW,e Wh, 
so wird die lebendige Kraft T: 
al 
Da die Kräftefunktion der Schwerkraft als 
er, 
gegeben ist, wenn man die positive z-Achse in die Richtung 


der Erdbeschleunigung legt, so nimmt die Lagrange’sche 
Differentialgleichung 2. Form: 


eT+U en 


Er / dt 
die Form an: 


Z 1% / 1 / 
£,(2)...2 79H (z) z? or: (2) —g=0: 


Hier haben wir dieselbe Gleichungsform, wie sie sich bei 
unserem Problem ergab, und die Integration liefert die 
Gleichung (): 

f(z) ze —f,(z)--2g2=ec. 
Nun ist: 

2T=er=ft(2).zZ2 + (2); 


RER 12 2 


ferner ist f, (zZ) = 0°»? das Quadrat der Geschwindiekeits- 
komponente des Punktes, welche senkrecht zur rotierenden 
Ebene steht. Daraus folgt, dass f(z).z2 nichts andres be- 
deutet, als das Quadrat der Meridiangeschwindigkeit o, und 
wir erhalten die Beziehung: 


®?— typ (z) -2gZ-+c. 
Stellt man diese Gleichung graphisch durch eine Kurve dar, 
indem man o und z als rechtwinklige Koordinaten auffasst, 
so kann man in der bei unserem Problem ausgeführten Weise 
die Eigenschaften der Bewegung diskutieren. 

Auch für die Totalgeschwindigkeit v ergiebt sich eine 
analoge Möglichkeit der Diskussion. Da 
vw —f(z).z?+f (z) 

ist, liefert die Gleichung (3): 

w”—2otyp(z) 28246, 
und man kann wiederum v und z in ein rechtwinkliges Koor- 
dinatenkreuz eintragen und so ein anschauliches Bild ihrer 
gegenseitigen Abhängigkeit erhalten. Ist ferner ein Punkt 
der Bahn gegeben, so kann man mit den bisher gegebenen 
Hülfsmitteln die Geschwindigkeit nicht nur der Grösse, son- 
dern auch der Richtung nach finden. Denn die Tangential- 
ebene an die Rotationsfläche, welche die rotierende Kurve 
beschreibt, ist durch die Meridian- und Parallelkreistangente 
eeereben. In dieser Ebene muss auch die Tangente der Bahn 
und folglich die Richtung der Geschwindigkeit liegen. Nun 
sind nach dem Obigen die beiden Komponenten der Ge- 
schwindigkeit, welche in die Meridian- bezw. Parallelkreis- 
tangente fallen, berechenbar, also ist nach dem Parallelo- 
grammprinzip v selbst der Grösse und Richtung nach zu 
konstruieren. 

Damit sind die Elemente der Bewegung gegeben. 


Ticbensn rein Ratschläge, mit denen. er bei. 
Arbeit unterstützt hat, meinen aufrichtigen ; Daı 


* 


sprechen. 


Lebenslauf. 


(Geboren bin ich, Walter Ernst Bungers, zu Magde- 
burg am 28. Mai 1879 als Sohn des damaligen Postsekretärs, 
jetzigen Oberpostkassen-Buchhalters a. D. Wilhelm Bungers 
und seiner Gemahlin Mathilde geb. Kieselack. Nachdem in 
meinem 5. Lebensjahre meine Eltern nach Halle a. S. über- 
gesiedelt waren, erhielt ich von Mich. 1885 bis Mich. 1897 
meine Schulbildung auf den Francke’schen Stiftungen, wo ich 
die Vorschule und die Lateinische Hauptschule besuchte. 
Mich. 1897 mit dem Reifezeugnis von der Latina entlassen, 
begab ich mich zunächst nach Berlin, um dort teils auf der 
Universität, teils auf der Kgl. Technischen Hochschule zu Char- 
lottenburg Mathematik, Philosophie und Naturwissenschaften 
zu studieren. Zu meinen Lehrern durfte ich dort zählen die 
Herren: Dilthey, Lampe, Neesen, Pringsheim, Rubens, 
Schmekel, Schmoller. Nach zweisemestrigem Aufenthalte 
siedelte ich wieder nach Halle über, um dort meine Studien 
zu vollenden. Hier war ich Schüler der Herren: Brandes, 
Dorn, Cantor, Fries, Grassmann, Grenacher, Gutz- 
mer, Klebs, Riehl, Uphues, Volhard, Wangerin, denen 
ich allen zu grossem Danke verpflichtet bin. Nachdem ich 
mich sodann zu Ostern 1901 hatte exmatrikulieren lassen, 
legte ich am 14. Dezember desselben Jahres die philologische 
Staatsprüfung ab. Seit Ostern dieses Jahres halte ich mich 
in Wiesbaden auf, um hier mein Seminarjahr abzuleisten. 
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